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11.2.2. HAJLÍTOTT-NYÍRT, HÚZOTT-NYOMOTT RUDAKBÓL ÁLLÓ 

	    SÍKBELI SZERKEZETEK
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11.9. ábra

	Tartó-, illetve keretszerkezetekben a r
u
dak (rúdszakaszok) egymáshoz mereven kapcsolódnak. Mint ezt a 11.9. ábra is szemlélteti, síkbeli a feladat, ha egy síkbeli tartószerkezet terhelése síkbeli erőrendszer, amely F síkbeli koncentrált erőkből, M síkra merőleges koncentrált nyomatékokból és q síkbeli vonal mentén megoszló terhelésekből állhat.

	A további vizsgálatoknál xy globális és a rudak középvonalához kötött (( helyi koordináta-rendszereket használunk. Feltételezzük, hogy a szerkezet egyenes középvonalú rúdszakaszokból épül fel és z, vagy a vele párh
u
zamos ( tengely a rúd keresz
t
metszetének t
e
hetetlenségi főtengelye.
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11.10. ábra


	A fenti terhelések hatására a rúd középvonalának pontjai a síkban tetszőleges irányban elmozdulhatnak, ami az u,v koordinátákkal írható le és keresztmetszetei a síkra merőleges tengely körül elfordulhatnak, ami a �BEÁGYAZÁS Unknown��� szögelfordulással jellemezhető. A 11.10. ábrán qx(x) és qx(h) a rúd közé
p
vonalán megoszló terhelés intenzitását jelöli. Az egyes tartószakaszok igénybevétele az N(() rúderő, a T(() nyíróerő és az Mh(() hajlítónyomaték lehet.

	Az összefüggések felírásánál a húzás-nyomási és a hajlítási alakváltozási energia mellett a nyírási energiát elh
a
nyagoljuk (lásd 7. fejezet). Mielőtt a tartószerkezet viselkedésének leírására alkalmas elemet felépítenénk, eml
é
ke
z
tetőül idézzük fel a rúdelmélet húzás-nyomásra és tiszta hajlításra vonatkozó legfontosabb összefüggéseit!

Húzás-nyomás:



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� ,	(11.31)



ahol A a rúd keresztmetszetének területe és E a rúd anyagának rugalmassági modulusa.

Tiszta hajlítás:



	�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(11.32)
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11.11. ábra

ahol ( a középvonal görbülete, R a k
ö
zépvonal görbületi sugara és Iz=Iz a keresztmetszet z tengelyre számított másodrendű nyomatéka, v az y irányú eltolódás.

	Vizsgáljuk meg a 11.11. ábrán látható L hosszúságú rúdelemet, amely más rudakhoz az i és j jelű csomópon
t
ban kapcsolódik. Vegyünk fel a rúdelemre egy (( helyi (lokális) koordin
á
ta-rendszert úgy, hogy annak kezdőpontja az i pontba és ( tengelye a rúd középvonalába essen.

	Közelítsük a középvonal pontjainak ( irányú eltolódásmezőjét lineáris, ( irányú eltolódásmezőjét pedig harmadfokú polinommal:



		�BEÁGYAZÁS Unknown����BEÁGYAZÁS Unknown���	(11.33/a)



		�BEÁGYAZÁS Unknown����BEÁGYAZÁS Unknown���	(11.33/b)



ahol �BEÁGYAZÁS Unknown��� … �BEÁGYAZÁS Unknown��� az elemre jellemző ismeretlen együtthatók.

	Az (e) elem i és j csomópontjában (11.11. ábra) a csomóponti általánosított elmozdulásvektor három skaláris paramétert tartalmaz: a ( és ( irányú elmozdulásokat és a keresztmetszet �BEÁGYAZÁS Unknown��� szögelfordulását:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���.	(11.34/a)



A (11.34/a) oszlopmátrixok (vektorok) elnevezésében az általánosított jelző arra hívja fel a figyelmet, hogy itt a csomóponti elmozdulásvektor nemcsak elmozduláskoordinátákat, hanem egy szögelfordulás-koordinátát is tartalmaz. Így az (e) elem csomóponti általánosított elmozdulásvektora 6 paraméterből áll:

		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	(11.34/b)



A (11.33) közelítő polinomok együtthatói ebben az esetben az alábbi lineáris algebrai egyenletrendszer felhasználásával fejezhetők ki a csomóponti általánosított elmozdulásokkal:



�BEÁGYAZÁS Unknown���



A fenti egyenletrendszer megoldása után (11.33) közelítő elmozdulásmezők a következő alakban írhatók:



�BEÁGYAZÁS Unknown���	(11.35)



A (11.35) egyenletek mátrix alakba is rendezhetők:

	�BEÁGYAZÁS Unknown���	(11.36/a)



tehát az elmozdulásmezők vektora az approximációs mátrix és a csomóponti általánosított elmozdulásvektor szorzataként állítható elő:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ��� .	(11.36/b)



		A (11.36/a) egyenletből jól látható, hogy minden csomóponti paraméterhez egy-egy közelítő függvény tartozik. Húzott-nyomott, hajlított rúdelem esetén a közelítő függvények az alábbi alakúak (11.12. ábra):
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11.12. ábra



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���

	(11.36/c)

� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���
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� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



	A rúdelem alakváltozása a rúdirányú fajlagos nyúlással és a középvonal görbületével jellemezhető, amelyek az elmozdulásmezőkből a (11.31 – 11.32) szerint differenciálással állíthatók elő:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(11.37/a)

vagy tömören

		(�BEÁGYAZÁS Unknown��� ,	(11.37/b)



ahol e(e)(x) az alakváltozási jellemzők vektora és D( a differenciálási utasítások mátrixa. Felhasználva a (11.36/b) összefüggést, az alakváltozási jellemzők vektora az alábbi módon számítható:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(11.37/c)



ahol a �BEÁGYAZÁS Unknown��� elmozdulás-alakváltozás mátrix elemeit az approximációs függvények deriválásával kapjuk:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���.



	A rúdelem belső erői közül az alakváltozásokkal összhangban csak a rúderőt és a hajlítónyomatékot vesszük figyelembe:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(11.38/a)



vagyis a belső erők vektora az alakváltozási jellemzők vektorából az anyagjellemzők mátrixa segítségével állítható elő:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(11.38/b)



amelyből a (11.37/c) összefüggés felhasználásával a belső erők vektora kifejezhető a �BEÁGYAZÁS Unknown��� csomóponti elmozdulásokkal:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	(11.38/c)



A feladat sajátossága, hogy itt az e(e) a fajlagos nyúlás mellett a középvonal görbületét, s(e) pedig a feszültségek helyett az igénybevételeket tartalmazza. E jelölések használatát a későbbiek indokolják.

	Az itt ismertetett közelítésből a rúderőre elemenként állandó, a hajlító-nyomatékra pedig lineáris függvény adódik. Ebből az következik, hogy a koncentrált erőkkel és nyomatékokkal terhelt tartók, keretek esetén (amelyek ezt a feltételt kielégítik), a fenti rúdelemekkel pontos megoldás állítható elő.

	A rúdelem (( helyi koordináta-rendszerben vett merevségi mátrixa a (11.11) egyenlettel analóg módon állítható elő:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	(11.39/a)



Az elemi merevségi mátrix négy (3(3)-as blokkra bontható:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(11.39/b)



ahol a főátlóban lévő blokkok megegyeznek, a főátlón kívüli blokkok pedig egymás transzponáltjai:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(11.39/c)

		�BEÁGYAZÁS Unknown���.	(11.39/d)



	A rúdelem (( helyi koordináta-rendszerben vett megoszló terhelést helyettesítő csomóponti terhelésvektora a (11.13) egyenlethez hasonlóan állítható elő:

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	(11.40/a)



A helyettesítő csomóponti terhelések az adott csomópontra ható koncentrált erőkkel (nyomatékokkal) együtt szolgáltatják a csomópont teljes terhelésvektorát:

		�BEÁGYAZÁS Unknown���.	(11.40/b)
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11.13. ábra

Az elem merevségi mátrixának és csomóponti általánosított terhelésvektorának xy globális koordináta-rendszerbe történő transzformálásához a csomóponti általánosított elmozdulásvektort a (( helyi és az xy globális koordináta-rendszerben is értelmezni kell:



	�BEÁGYAZÁS Unknown���	1.41)



ahol �BEÁGYAZÁS Unknown��� és �BEÁGYAZÁS Unknown��� az i jelű csomópontban az x és y irányú elmozduláskoordináták (11.13 ábra).

A helyi és globális koordináta-rendszerben vett elmozduláskoordináták között az ábra alapján egyszerűen ellenőrizhető következő összefüggések állnak fenn:

		�BEÁGYAZÁS Unknown���



A fenti transzformációs összefüggések mátrix alakban is felírhatók:



	�BEÁGYAZÁS Unknown���, vagy tömören:  �BEÁGYAZÁS Unknown���.	(11.42)



A (11.42) egyenlet felhasználásával az elem csomóponti általánosított el�mozdulásvektorai közötti összefüggés is előállítható:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,  vagy tömören:  �BEÁGYAZÁS Unknown���.	(11.43)



Az elem globális koordináta-rendszerben vett merevségi mátrixát a helyi rendszerben előállítottból a �BEÁGYAZÁS Unknown���transzformációs mátrixszal jobbról és balról megszorozva kapjuk:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(11.44)



globális koordináta-rendszerben vett csomóponti terhelési vektora pedig a transzformációs mátrixszal balról szorozva adódik:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	(11.45)
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11.14. ábra



11. 3. Példa: Határozzuk meg a 11.14. ábrán látható, F0 függőleges erővel terhelt prizmatikus tartó bal oldali végponti keresztmetszetének szögelfordulását és a tartó felezéspontjában lévő keresztmetszet lehajlását és szögelfordulását! Adott: 2l – a tartó hossza, E – a tartó anyagának rugalmassági modulusa, �BEÁGYAZÁS Unknown��� – a keresztmetszetek z tengelyre számított tehetetlenségi nyomatéka és F0 – a terhelő erő.
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11.15. ábra

Megoldás: A feladatot két rúdelem alkalmazásával oldjuk meg úgy, hogy a három csomópont a tartó két végpontjába, illetve a tartó felezéspontjába essen. A tartó így kapott végeselem-modellje a 11.15. ábrán látható.

	Mivel az elemek xh helyi koordináta-rendszeré�nek tengelyei az xy globális koordináta-rendszer tengelyeivel megegyező irányúak, ezért a m
e
revségi mátrixok előáll
í
tásánál nincs szükség a (11.44) koordináta-transz�formációra. A szerkezetnek nincs rúdirányú terhelése, ezért rúdirányú elmozdulások sem lépnek fel és így a csomóponti elmozdulásvektorok csak két elemet, a rúd középvonalára merőleges lehajlást és a keresztmetszet szögelfordulását fogják tartalmazni:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���.



Ennek a merevségi mátrixokra nézve az a következménye, hogy a (11.39/c) és (11.39/d) szerinti (3(3)-as blokkok első sorát és első oszlopát törölni kell. Ezt figyelembe véve a tartó lineáris algebrai egyenletrendszerét a (11.30) összefüggésnek megfelelően állítjuk elő:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���.



A v1 = v3 = j3 = 0 peremfeltételek figyelembevétele után a keresett kinematikai jellemzőkre a 2., 3. és 4. egyenlet háromismeretlenes egyenletrendszert szolgáltat:



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� .



Az egyenletrendszer megoldása szolgáltat választ a feladat kitűzésében feltett kérdésekre:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���.
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	11. A végeselem-módszer néhány egyszerűbb szilárdságtani alkalmazása
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	11.2. Síkbeli rúdszerkezetek számítása végeselem-módszerrel	













