









9. A RUGALMASSÁGTAN ALAPJAI











	Mint azt már az előzőekben láttuk, rugalmasnak egy testet akkor tekintünk, ha az tehermentesítés után visszanyeri eredeti alakját. Lineárisan rugalmasnak azt a testet nevezzük, amelynél a feszültségi és az alakváltozási állapot között lineáris matematikai összefüggés áll fenn (lásd 4.3. alfejezet). Kis alakváltozásokról akkor beszélünk, ha  az alakváltozási jellemzők lényegesen kisebbek egynél ((, ( << 1 ), ami a gyakorlatban azt jelenti, hogy a fajlagos nyúlások és a fajlagos szögtorzulások 10-3-10-4 nagyságrendűek, vagy ennél kisebbek. 

	Egy test szilárdságtani állapotát tenzor-, vektor- és skalármezőkkel (függvényekkel)  jellemezhetjük:

a feszültségi állapotot az	F = F(x,y,z)	feszültségi tenzormezővel,

az alakváltozási állapotot az	A = A(x,y,z)	alakváltozási tenzormezővel,

az elmozdulási állapotot a	t = t(x,y,z)	elmozdulási vektormezővel,

az energiaállapotot pedig az	u = u(x,y,z)	fajlagos alakváltozási energia, vagy más szóval energiasűrűség skalármezővel.

	A feszültségi állapotot – mint tudjuk – hat, az alakváltozási állapotot szintén hat, az elmozdulási vektort három adat (skalárfüggvény) határozza meg. Az energiaállapot a 4.4. alfejezetben leírtak szerint a feszültségi és alakváltozási állapot ismeretében már meghatározható. Egy test szilárdságtani állapotának leírásához tehát tizenöt skalárfüggvény ismerete szükséges.

	A fenti függvények (mezők) egymástól nem függetlenek, a közöttük fennálló összefüggéseket rugalmasságtani egyenleteknek, vagy más szóhasználattal a rugalmasságtan alapegyenlet-rendszerének nevezzük.

	Egy konkrét rugalmasságtani feladat általánosan a következő módon fogalmazható meg:

	Ismertek:	a vizsgált test alakja és geometriai méretei,

		a test anyagi viselkedését meghatározó anyagjellemzők

		   (lineárisan rugalmas, izotrop anyag esetén pl. E,( vagy G,(),

		a test terhelése és megtámasztása.

	Keresettek: a test szilárdságtani állapotait jellemző tenzor-, vektor- és 

		   skalármezők.



	A keresett ismeretlenek meghatározása a rugalmasságtan alapegyenlet-rendszerének adott peremfeltételek melletti megoldásával állítható elő.

A rugalmasságtan mint tudományterület két alapvető feladatot tartalmaz:

A rugalmasságtan alapegyenlet-rendszerének általános és speciális esetekben történő felírását.

Az alapegyenlet-rendszernek bizonyos speciális feladatokra történő megoldásait. (A rugalmasságtan alapegyenlet-rendszerének általános, minden speciális feltételt nélkülöző megoldása ugyanis nem ismert.)

Jelen fejezet főként az első feladat tárgyalására vállalkozik, az alapegyenlet-rendszer megoldására csak síkfeladatok esetén történik utalás. Speciális feladatokra vonatkozó megoldásokat a 10. fejezet mutat be.







9.1. Általános térbeli (3D) feladatok





	A szilárdságtan terhelés előtt és után is tartós nyugalomban levő szilárd testek mechanikája. A Statikában tanultak szerint egy test tartós nyugalmának szükséges feltétele az, hogy a rá ható erőrendszer egyensúlyi legyen:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(9.1/a)



		�BEÁGYAZÁS Unknown���,	(9.1/b)



azaz a testre ható erők eredő erővektorának és tetszőleges O pontra számított nyomatékvektorának zérusnak kell lennie.



9.1.1.  EGYENSÚLYI EGYENLETEK





	Ebben a pontban azt vizsgáljuk meg, hogy a (9.1/a - 9.1/b) egyensúlyi egyenletek milyen korlátozást jelentenek a test belső erőire, azaz feszültségi állapotára nézve, más szóval azt, hogy a feszültségi tenzormező koordinátái között milyen kapcsolatnak kell fennállnia.



( Tétel: A szilárd test F(x,y,z) feszültségi tenzormezője és a testre ható f térfogati terhelés intenzitása között az



		F(( + f = 0	(9.2)



egyensúlyi egyenlet teremt kapcsolatot.



A (9.2) vektoregyenletben az F feszültségi tenzor és a ( Hamilton-féle differenciál-operátor vektor között a ( a skaláris szorzás jele. A Hamilton-, vagy más szóhasználattal nabla operátorvektor derékszögű descartesi koordináta-rendszerben

		( = �BEÁGYAZÁS Unknown��� i + �BEÁGYAZÁS Unknown��� j + �BEÁGYAZÁS Unknown��� k ,	(9.3/a)



henger koordináta-rendszerben pedig



		( = �BEÁGYAZÁS Unknown��� eR + �BEÁGYAZÁS Unknown��� e( + �BEÁGYAZÁS Unknown���ez 	(9.3/b)

alakú.

	A (9.2) összefüggés az egyensúlyi egyenlet(ek) vektoriális alakja, amely térbeli esetben három skaláris egyenlettel egyenértékű. A skaláris egyenleteket a (9.2) vektoregyenletnek az aktuális koordináta-rendszer  egységvektoraival történő skaláris szorzásával kapjuk

	A (9.2)-ben kijelölt skaláris szorzás (9.3/a)-t figyelembe vevő elvégzése után a skaláris egyensúlyi egyenletek derékszögű descartesi koordináta-rendszerben:

		�BEÁGYAZÁS Unknown��� ,	(9.4/a)

		�BEÁGYAZÁS Unknown��� ,	(9.4/b)



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� .	(9.4/c)



	A fentiekhez hasonlóan a skaláris egyensúlyi egyenletek henger koordináta-rendszerben:



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� ,	(9.5/a)



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� ,	(9.5/b)



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� .	(9.5/c)



	A (9.5/a - 9.5/c) egyensúlyi egyenletek azért bonyolultabb alakúak, mint a (9.4/a - 9.4/c) összefüggések, mert henger koordináta-rendszerben az eR és e( egységvektorok is függvényei a ( helykoordinátának, ami a deriválás során pótlólagos tagokat eredményez.



( Bizonyítás: Ragadjunk ki a 9.1.a. ábrán látható testből egy olyan A felülettel határolt V térfogatot, amely teljes egészében a test belsejében helyezkedik el.



A V testrészre térfogati és felületi erők hatnak (9.1.b. ábra), amelyek összege integrálással állítható elő és amelyekre teljesülnie kell a (9.1/a) egyensúlyi egyenletnek:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



Az összefüggés második tagjára alkalmazva a Gauss-Osztrogradszkij-féle integrál-átalakítási tételt, az alábbi egyenletet kapjuk:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



Ez az összefüggés egy tetszőleges V  térfogatra csak akkor áll fenn, ha az integrandusz egyenlő nullával:

		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



és ezzel igazoltuk a (9.2) egyenlet teljesülését.



( Tétel: A (9.1/b) egyensúlyi egyenlet következtében a szilárd test F(x,y,z) feszültségi tenzormezője szimmetrikus, azaz



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(9.6)

� BEÁGYAZÁS CDraw5  ���

9.1. ábra



ahol F* a feszültségi tenzor transzponáltját jelöli.



( Bizonyítás: Írjuk fel a 9.1.b. ábrán látható, kiragadott V testrészre ható térfogati és  felületi erők nyomatékösszegét a koordináta-rendszer O kezdőpontjára, amire teljesülnie kell a (9.1/b) egyensúlyi egyenletnek:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



Az összefüggés második tagjára alkalmazva a Gauss-Osztrogradszkij-féle integrál-átalakítási tételt, az alábbi összefüggés adódik:



� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



A fenti egyenletben az (r ( F) jelölés arra utal, hogy a ( operátort a vektoriális szorzatra alkalmazzuk. Ez az összefüggés is csak akkor áll fenn egy tetszőleges V térfogatra, ha az integrandusz nullával egyenlő. Alkalmazva a szorzat differenciálási szabályát:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



Az első és a harmadik tagból az r vektort kiemelve, a következő egyenletet kapjuk:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	



Az első tag második szorzótényezője a (9.2) egyensúlyi egyenletből következően nulla, ezért a második tagnak külön is el kell tűnnie:



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.

A fenti egyenletben kijelölt differenciálást úgy kell elvégezni, hogy a Hamilton-operátorban szereplő differenciálási műveletet az r vektoron hajtjuk végre, míg az F tenzort a nabla adott differenciálási művelethez tartozó egységvektorával szorozzuk skalárisan: 



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



Figyelembe véve az ismert



		�BEÁGYAZÁS Unknown���r = i ,      �BEÁGYAZÁS Unknown���r = j ,     �BEÁGYAZÁS Unknown���r = k

és



		F(i = (x ,      F(j = (y ,     F(k = (z 



összefüggéseket, egyenletünk az alábbi egyszerű alakban írható:



		i ( (x + j ( (y + k ( (z = 0 .



A kijelölt vektoriális szorzásokat elvégezve és a kapott vektort skalárisan megszorozva az i, j, k egységvektorokkal azt kapjuk, hogy a csúsztatófeszültségek páronként egyenlők egymással, azaz a feszültségi tenzor szimmetrikus:



		(xy = (yx  ,    (yz = (zy  ,    (xz = (zx  .



Q.e.d.



	A (9.1/b) nyomatéki egyenletből tehát nem kapunk újabb egyensúlyi egyenleteket. A nyomatéki egyensúlyi egyenlet teljesülésének következménye a feszültségi tenzor szimmetriája.

	A most bizonyított tétel tulajdonképpen a már ismert és a 4.1. alfejezetben bizonyított ( feszültségek dualitásának általánosítása. Mint ott is láthattuk, ez a nyomatéki egyensúlyi egyenlet létezésének következménye.





9.1.2. GEOMETRIAI ÉS ÖSSZEFÉRHETŐSÉGI EGYENLETEK





	Ebben a pontban a t(x,y,z) elmozdulási vektormező és az A(x,y,z) alakváltozási tenzormező kapcsolatát, illetve azt vizsgáljuk meg, hogy az A(x,y,z) mezőnek milyen feltételeknek kell eleget tennie.

( Tétel: Szilárd test A(x,y,z) alakváltozási tenzormezője a t(x,y,z) elmozdulási vektormezőből differenciálással állítható elő:



		A = �BEÁGYAZÁS Unknown���( t o ( + ( o t ) .	(9.7)



	A (9.7) tenzoregyenletben a t elmozdulási vektormező és a ( Hamilton-féle operátor között a o az általános vagy diadikus szorzás jele. A (9.7) egyenlet szerint az A alakváltozási tenzor koordinátái az u elmozdulás-vektor három koordinátájából származtathatók, tehát közülük csak három független egymástól. Az összefüggés levezetése során azt is bizonyítani fogjuk, hogy az alakváltozási tenzor is szimmetrikus.

	Az A tenzor szimmetriája következtében a (9.7) tenzoregyenlet térbeli esetben hat skaláris egyenlettel egyenértékű. A skaláris egyenleteket a (9.7)-ben kijelölt műveletek elvégzésével kaphatjuk meg. A műveletek elvégzése után az A tenzor szimmetriája is igazolt.

	A skaláris geometriai egyenletek derékszögű descartes-i koordináta-rendszerben:

		�BEÁGYAZÁS Unknown���	(9.8/a)



	�BEÁGYAZÁS Unknown���	(9.8/b)



	A skaláris geometriai egyenletek henger koordináta-rendszerben:



		�BEÁGYAZÁS Unknown���	(9.9/a)

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.	(9.9/b)



	A (9.9/a - 9.9/b) egyenletek bonyolultsága a (9.5/a - 9.5/c) összefüggésekhez hasonlóan abból adódik, hogy henger koordináta-rendszerben az eR és e( egységvektorok is függvényei a ( helykoordinátának, ami a deriválás során pótlólagos tagokat eredményez.



� BEÁGYAZÁS CDraw5  ���

9.2. ábra

( Bizonyítás: Vizsgáljuk meg a 9.2. ábrán látható V térfogatú szilárd test tetszőleges P pontjának és a P pont elemi környezetében lévő bármely Q pontnak terhelés hatására bekövetkező elmozdulását. Elemi környezetnek (elemi tömegnek) egy olyan kis testrészt tekintünk, amelynek méretei a test méreteihez képest elhanyagolhatóan kicsik. Egy szilárd test  végtelen sok elemi környezetre (elemi tömegre) bontható.

	Terhelés hatására a P pont P'-be, a Q pont Q'-be mozdul el, a P-ből Q pontba mutató elemi dr helyvektor hosszát és irányát megváltoztatva dr'-be megy át és a V térfogat V'-re változik (9.2.a. ábra). 

	Derékszögű descartes-i koordináta-rendszerben az elemi helyvektor



	dr = dx i + dy j + dz k ,



a Q pont elmozdulásvektora: 



		tQ = t (x,y,z) = u(x,y,z) i + v(x,y,z) j + w(x,y,z) k



alakban írható fel.

	A Q és a P pontok elmozdulásának különbsége (differenciája) a 9.2.b. ábrán látható módon

		( u = uQ – uP = u(x,y,z) – uP .



	Állítsuk elő az uQ = u(x,y,z) elmozdulásfüggvényt a P pont környezetében vett Taylor-sorba fejtéssel:



	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���



	Lineáris közelítés esetén, a magasabb rendű tagokat elhagyva azt kapjuk, hogy az elmozdulás differenciája és differenciálja közelítőleg megegyezik:



		�BEÁGYAZÁS Unknown��� (u �BEÁGYAZÁS Unknown��� du = u(x,y,z) – uP  =� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



Figyelembe véve a



		dx = i (dr ,    dy = j (dr ,    dz = k (dr 



összefüggéseket, továbbá a diadikus és skaláris szorzás közötti 



		 a ( b ( c ) = ( a o b ) ( c



csoportosíthatósági szabályt, az elmozdulásmező elemi megváltozása:



	du = �BEÁGYAZÁS Unknown���( u o( ) ( dr = T ( dr	(9.10)



alakban is írható. A (9.10) egyenletben T = (u �BEÁGYAZÁS Unknown���() az elmozdulásmező derivált tenzora.

	Minden másodfokú tenzor, így az elmozdulásmező derivált tenzora is felbontható egy szimmetrikus és egy antimetrikus tenzor összegére:



		T = A + T( = �BEÁGYAZÁS Unknown��� ( T + T* ) + �BEÁGYAZÁS Unknown��� ( T – T* ) =

	� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���.



	Az A szimmetrikus rész a P pont elemi környezetének alakváltozását, a T( antimetrikus rész pedig az elemi környezet elemi merevtestszerű szögelfordulását írja le.

			Q.e.d.



	Az alakváltozási és elmozdulási mező közötti kapcsolatot megadó, valamint az alakváltozási mezőre vonatkozó feltételi egyenletek tartalmi vonatkozásban egymással egyenértékűek. Az első egyenletcsoportot geometriai (kinematikai), a másodikat pedig összeférhetőségi (kompatibilitási) egyenleteknek szokás nevezni. Ez utóbbit vizsgáljuk a következőkben.



( Tétel: Szilárd test A(x,y,z) alakváltozási tenzormezőjének ki kell elégítenie a Saint Venant-féle összeférhetőségi (kompatibilitási) tenzor-egyenletet:

		( ( A ( ( = 0 .	(9.11)



A (9.11) kompatibilitási és a (9.7) geometriai egyenletek egymással teljesen egyenértékűek. 



	Az egyenértékűség a (9.7) összefüggésből kiindulva, annak mindkét oldalát balról és jobbról nablával vektoriálisan megszorozva, viszonylag egyszerűen adódik. A levezetés elvégzését az olvasóra bízzuk.

	A (9.11) összefüggés is azt fejezi ki, hogy az alakváltozási tenzor hat skaláris koordinátája nem lehet az x,y,z helykoordináták tetszőleges függvénye.

	Ebben az esetben a (9.11) tenzoregyenletnek megfelelő skaláris kompatibilitási egyenleteket csak derékszögű descartes-i koordináta-rendszerben közöljük:

		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(9.12/a)



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(9.12/b)



		� BEÁGYAZÁS Equation.2  ���,	(9.12/c)



		�BEÁGYAZÁS Unknown���	(9.12/d)



		�BEÁGYAZÁS Unknown���	(9.12/e)



		�BEÁGYAZÁS Unknown���	(9.12/f)





9.1.3.  ANYAGEGYENLETEK





	Ebben a pontban a feszültségi és az alakváltozási tenzor kapcsolatát leíró összefüggéseket írjuk fel. Ezeket a test anyagának minősége határozza meg, ezért ezeket anyagegyenleteknek szokás nevezni.

	Lineárisan rugalmas, izotrop testek kis alakváltozásai esetén az anyagegyenlet a 4.3. alfejezetben részletesen ismertetett általános Hooke-törvény. Izotropnak az olyan testeket (anyagokat) nevezzük, amelyek anyagi tulajdonságai iránytól függetlenek.
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