








11.2. Síkbeli rúdszerkezetek számítása végeselem-módszerrel








11.2.1. RÁCSOS SZERKEZETEK
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11.1. ábra


Vizsgáljuk meg a 11.1 ábrán látható L hosszúságú egyenes rudat, amely más rudakhoz a két végén az i és j jelû csuklóval kapcsolódik és ennek következtében e csuklókról a rúdra csak az Fi és Fj rúdirányú erõ adódik át külsõ terhelésként. Feltételezzük, hogy ezenkívül a rudat legfeljebb a qx(x) rúdirányú vonal mentén megoszló erõrendszer terheli. A rudat a mechanikában szokásos módon középvonalával (súlyponti szálával) helyettesítjük és a mechanikai állapotokat (pl. alakváltozási, feszültségi) jellemzõ mennyiségeket a középvonal pontjaihoz kötjük.


Vegyünk fel a rúdra – amelyet a továbbiakban e jelû rúdelemnek nevezünk – egy ( ,( helyi (lokális) koordináta-rendszert úgy, hogy annak kezdõpontja az i pontba és ( tengelye a rúd középvonalába essen.





A qx, Fi és Fj rúdirányú erõk hatására a rúd középvonalának pontjai csak ( irányban (rúdirányban) mozdulhatnak el. Tekintsük az i és j jelû csuklópontokat az elem csomópontjainak és jelöljük e csomópontok rúdirányú eltolódásait �EMBED Equation.3���és �EMBED Equation.3���-vel.


	Közelítsük a középvonal pontjainak ( irányú elmozdulásmezõjét lineáris polinommal:





		�EMBED Equation.3����EMBED Equation.3���	(11.1)





ahol �EMBED Equation.3��� és �EMBED Equation.3��� az elemre jellemzõ ismeretlen együtthatók, amelyek azonban kifejezhetõk a csomóponti elmozdulásokkal:


		�EMBED Equation.3���





tehát a (11.1) közelítõ elmozdulásmezõ az alábbiak szerint írható:





		�EMBED Equation.3���	(11.2)





A (11.2) kifejezés mátrix alakban is felírható, egy sormátrix és egy oszlopmátrix szorzataként:





		�EMBED Equation.3���	(11.3)





Az �EMBED Equation.3��� sormátrixot, amely a közelítõ függvényeket tartalmazza approximációs mátrixnak, a �EMBED Equation.3��� oszlopmátrixot, amelyben a csomópontok elmozdulásai találhatók csomóponti elmozdulásvektornak nevezzük.


Az �EMBED Equation.3���[�EMBED Equation.3���] approximációs mátrixban szereplõ �EMBED Equation.3��� approximációs (vagy alak-) függvény az i jelû, az �EMBED Equation.3���pedig a j jelû csomóponthoz tartozik. Az alakfüggvényeknek mindig teljesíteniük kell azt a feltételt, hogy függvényértékük abban a csomópontban, amelyhez tartoznak egységnyi, míg az elem összes többi csomópontjában zérus (lásd 11.2. ábra):





�


11.2. ábra


	�EMBED Equation.3���,	�EMBED Equation.3���.





Ha a rúdelemen az elmozdulásmezõt másodfokú polinommal közelítettük volna (amelyben három ismeretlen együttható van), akkor az elemen három csomópontot kellett volna felvenni és ezekhez a fenti tulajdonsággal rendelkezõ három approximációs függvényt kellett volna hozzárendelni.


	A rúdelem alakváltozása egyetlen mennyiséggel, a rúdirányú fajlagos nyúlással jellemezhetõ, amely az elmozdulásmezõbõl differenciálással állítható elõ (lásd 9.1.2. pont (9.8/a) összefüggés):





		�EMBED Equation.3���.	(11.4)





ahol az (1(2) méretû B(e)(x) elmozdulás-alakváltozás mátrix lineáris közelítés esetén állandó elemeket tartalmaz, ezért az �EMBED Equation.3��� fajlagos nyúlás elemenként konstans:





		�EMBED Equation.3���.	(11.5)





A fenti mátrixos alak mellett �EMBED Equation.3��� skaláris formában is meghatározható a (11.2) összefüggés felhasználásával:





		�EMBED Equation.3���.





A rúdelem belsõ erõrendszere szintén egyetlen mennyiséggel, a rúdirányú normálfeszültséggel jellemezhetõ, amely az egyszerû Hooke-törvény segítségével számítható:


		�EMBED Equation.3���,	(11.6)





ahol E a rúd anyagának rugalmassági modulusa.





	A rúdelem mechanikai jellemzõinek közelítõ meghatározására a potenciális energia minimuma elvet használjuk. 





( Tétel (A potenciális energia minimumának elve): A kinematikai elõírást kielégítõ és deriválható közelítõ elmozdulásfüggvények közül a valóságos elmozdulásmezõre vonatkozó a potenciális energia nagyságára minimumot szolgáltat.





Ennek megfelelõen bármely kinematikai elõírást kielégítõ és deriválható közelítõ elmozdulásfüggvénybõl elõállítható az �EMBED Equation.3��� potenciális energia, mint az U alakváltozási energia és a �EMBED Equation.3��� külsõ erõk munkájának különbsége:





		�EMBED Equation.3���.	(11.7)





	Az elõzõek szerinti lineáris közelítés esetén is elõállítható a rúdelem U(e) alakváltozási energiája és a rúdelemre ható külsõ erõk W(e) munkája, mint a csomóponti erõk függvénye:





		�EMBED Equation.3���,	(11.8/a)





		�EMBED Equation.3���.	(11.8/b)





A (11.8/b) egyenletben a megoszló terhelésbõl származó munka a (11.3) összefüggés felhasználásával az �EMBED Equation.3��� helyettesítõ csomóponti terhelésekkel is kifejezhetõ:





		�EMBED Equation.3���	(11.9)





A minimum szükséges feltétele, hogy az �EMBED Equation.3��� potenciális energia �EMBED Equation.3��� csomóponti elmozdulások szerint vett parciális deriváltjai zérus értékûek legyenek:





	�EMBED Equation.3���0,	    �EMBED Equation.3���0.	(11.10)





A kijelölt deriválásokat a (11.8) összefüggés figyelembevétele mellett elvégezve a következõ lineáris algebrai egyenletrendszert kapjuk:


		�EMBED Equation.3���	(11.11/a)





Az egyenletrendszer mátrixos formában is felírható:





		�EMBED Equation.3��� ,	(11.11/b)





vagy tömören, új jelölések bevezetésével:





		�EMBED Equation.3��� ,	(11.11/c)





ahol �EMBED Equation.3���az elem merevségi mátrixa és �EMBED Equation.3��� az elem csomóponti terhelésvektora:


		�EMBED Equation.3��� .	(11.12)





	A kijelölt mûveletek elvégzésével könnyen belátható, hogy a (11.11) - (11.12) egyenletekben szereplõ merevségi mátrix általánosan a következõ módon állítható elõ:





		�EMBED Equation.3���,	(11.13)





A fenti (2(2)-es elemi merevségi mátrix elemeit formálisan a következõképpen is szokás jelölni:





		�EMBED Equation.3���.	(11.14)





11.1. Példa: Határozzuk meg a 11.3. ábrán látható befogott, önsúlyával és alsó végén F0 erõvel terhelt, 2L hosszúságú prizmatikus rúd alakváltozását! Határozzuk meg a rúd felezéspontja és végpontja elmozdulását és hasonlítsuk össze a kapott eredményt az egzakt megoldással! Adott: l=2L – a rúd hossza, A – a rúd keresztmetszetének területe, E – a rúd anyagának rugalmassági modulusa, (  – a rúd anyagának tömegsûrûsége, g – a gravitációs gyorsulás, F0 – a rúd végét terhelõ koncentrált erõ.


�


11.3. ábra


Megoldás:A feladat megoldásának elsõ lépése a mechanikai modellalkotás. A rúdelmélet szerint a rudat középvonalával (súlyponti szálával) helyettesítjük és mechanikai jellemzõit e középvonal pontjaihoz kötjük (11.4.a. ábra). Ebben az esetben a rúd önsúlyát kell a �EMBED Equation.3���, vonal mentén megoszló terheléssel helyettesíteni.


	Állítsuk elõ a feladat megoldását két lineáris rúdelem felhasználásával! A 11.4.b. ábrán a csomópontok sorszámát 1, 2, 3, az elemek sorszámát pedig (1), (2) jelöli. 	Az elemek merevségi mátrixai a (11.12) összefüggések alapján:





�


11.4. ábra


�EMBED Equation.3���,





�EMBED Equation.3���.





Az elemek csomóponti terhelési vektorai pedig (11.9) és (11.13) – (11.14) alapján számíthatók:





�EMBED Equation.3���,





�EMBED Equation.3���,





ahol �EMBED Equation.3��� az 1 jelû csomópontra ható x irányú ismeretlen támasztóerõ koordináta.


Figyelembe véve, hogy az energia, így a potenciális energia is összegezhetõ skaláris mennyiség és a két rúdelem a 2 jelû csomópontban azonos elmozdulással kapcsolódik egymáshoz, azaz





		�EMBED Equation.3���





a (11.11) egyenletek egyetlen közös mátrixegyenletbe foglalva írhatók fel:





		�EMBED Equation.3���.	(11.15)





A (11.15) egyenlet a (11.12) és (11.14) általános jelölésekkel a





		�EMBED Equation.3���	(11.16)





alakban írható. A példában a 2 csomópont külsõ terhelése zérus, tehát �EMBED Equation.3��� Az �EMBED Equation.3��� kinematikai peremfeltétel figyelembevétele kétismeretlenes lineáris algebrai egyenletrendszerre vezet:


		�EMBED Equation.3��� ,





amelynek megoldása:


		�EMBED Equation.3���,	(11.17/a)





		�EMBED Equation.3���.	(11.17/b)





Ezt követõen a számításoknál fel nem használt elsõ egyenletbõl az ismeretlen F1 támasztóerõ is meghatározható.


	A (11.17) eredménybõl nyilvánvaló, hogy a koncentrált erõ és a megoszló terhelés (önsúly) hatása külön is kezelhetõ. Mondhatjuk tehát azt is, hogy a rudat az egyik esetben csak koncentrált erõvel (I. terhelési eset), a másik esetben csak az önsúlyával (II. terhelési eset) terheljük és ezek hatásait összegezzük (szuperpozíció elv).


	A kapott eredmények pontosságának megítéléséhez állítsuk elõ a feladat egzakt megoldását a húzott-nyomott rúd (9.8/a)





		�EMBED Equation.3���	(11.18)





differenciálegyenletének megoldásával. Az egzakt megoldást a (11.18) egyenlet mindkét oldalának integrálásával kapjuk. A megoldás során tekintsük a koncentrált terhelést és az önsúllyal történõ terhelést külön terhelési esetnek:





I. terhelési eset: 	�EMBED Equation.3���.


	Az egyenlet mindkét oldalát integrálva:





�EMBED Equation.3���.








	Az egzakt megoldás lineáris függvény:





�EMBED Equation.3���.





	Ebbõl az egzakt csomóponti elmozdulások:





		�EMBED Equation.3��� .	(11.19)





II. terhelési eset:	�EMBED Equation.3���.


	Az egyenletet integrálva:


�EMBED Equation.3���.





	Az egzakt megoldás másodfokú függvény:





�EMBED Equation.3���.





	Az egzakt csomóponti elmozdulások:





		�EMBED Equation.3���	(11.20)





�


11.5. ábra


A (11.17) végeselem-megoldást az egzakt megoldás (11.19) és (11.20) csomóponti értékeivel összehasonlítva azt tapasztaljuk, a két megoldás a csomópon-�tokban megegyezik.


A végeselem-megoldás felépítésénél line�áris közelítést alkalmaztunk, ezért a csomóponti értékek megegyezése csak az I. terhelési esetben biztosítja a két megoldás azonosságát a rúd minden pontjában (11.5.a. ábra). A II. terhelési esetben a rúdelmélet szerinti egzakt megoldás másodfokú függvény, ezért az elemek belsõ pontjaiban az egzakt és a végeselem-megoldás eltér egymástól (11.15.b. ábra). Kimutatható, hogy a kapott konstans rúderõk az elem közepén fellépõ egzakt értékkel egyeznek meg.


	Ebbõl az összehasonlító vizsgálatból az a következtetés vonható le, hogy a húzott-nyomott rudakból álló, csuklópontjaiban terhelt (rácsos) szerkezetek esetén lineáris rúdelemekkel pontos megoldás állítható elõ.





	Gyakori eset, hogy a szerkezetet alkotó rudak nem vízszintesek vagy függõlegesek, hanem tetszõleges síkbeli irányúak (11.6. ábra). 


Ekkor több koordináta-rendszert kell alkalmazni: egy xy globális koordináta-rendszert és elemenként egy-egy �EMBED Equation.3��� (i=1,2,3,...,n) helyit (lokálist), ahol n az elemek számát jelöli. A helyi koordináta-rendszereket mindig a 11.6. ábrán látható módon vesszük fel.


	Az ábrán látható k jelû csomópontra értelmezhetõ csomóponti elmozdulásvektor a �EMBED Equation.3��� helyi:


	�EMBED Equation.3���,	(11.21)
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11.6. ábra


és az xy globális koordináta-rendszerben is:





�


11.7 ábra


	�EMBED Equation.3���.	(11.22)





Itt uk a 11.7. ábrán látható módon a k jelû csomópont ( irányú elmozdulását jelenti, amely kifejezhetõ az �EMBED Equation.3��� x irányú és �EMBED Equation.3��� y irányú elmozduláskoordinátákkal:





		�EMBED Equation.3���.	(11.23)





A (11.23) transzformációt mátrix alakban az i és j csomópontú (e) jelû rúdelemre alkalmazva az alábbi összefüggés adódik:





�EMBED Equation.3���, vagy  �EMBED Equation.3���.	(11.24)





A (11.24) összefüggés felhasználásával elõállítható az elem globális koordináta-rendszerben vett merevségi mátrixa:





		�EMBED Equation.3���,	(11.25)





amely a (11.9) – (11.12) elemi merevségi mátrixhoz hasonlóan szimmetrikus és (2(2)-es blokkjai a következõ módon számíthatók ki:





		�EMBED Equation.3���,	(11.26/a)





		�EMBED Equation.3���	(11.26/b)





és globális koordináta-rendszerben vett csomóponti terhelési vektora:


		�EMBED Equation.3���,	(11.27)





amelynek az elem i és j jelû csomópontjaihoz tartozó (2x1)-es blokkjai az alábbi alakúak:





		�EMBED Equation.3���,    �EMBED Equation.3���.	(11.28)





�





11.8. ábra


11.2. Példa: Határozzuk meg a 11.8. ábrán látható, F0 függõleges erõvel terhelt csuklós rúdszerkezet (2) jelû pontjának elmozdulását!


Adott: L=L1=L2 – a rudak hossza, A=A1=A2 – a rudak keresztmetszetének területe, E=E1=E2 – a rudak anyagának rugalmassági modulusa, F0  –  a terhelõ erõ és (1=210(, (2=135( a rudak x tengellyel bezárt szöge.


Megoldás: Állítsuk elõ a feladat megoldását két lineáris rúdelem felhasználásával: legyen az (1) jelû elem a jobb oldali, a (2) jelû elem pedig a bal oldali rúd.


�Az (1) jelû rúdelem merevségi mátrixának elõállítása az xy vonatkoztatási koordináta-rendszerben:





		�EMBED Equation.3���,





		�EMBED Equation.3���.





�A (2) jelû rúdelem merevségi mátrixának elõállítása az xy vonatkoztatási koordináta-rendszerben:





		�EMBED Equation.3���,





		�EMBED Equation.3���.





A 11.8. ábrán látható (1) és (2) jelû rúdból álló szerkezet lineáris algebrai egyenlet-rendszere az alábbi alakú:





	�EMBED Equation.3���.	(11.29)





A (11.29) egyenlet a (11.25) és (11.27) általános jelölésekkel:





		�EMBED Equation.3���.	(11.30)





Az �EMBED Equation.3��� kinematikai peremfeltételt figyelembe véve kétismeretlenes egyenletrendszert kapunk:





		�EMBED Equation.3���.





Ennek az egyenletrendszernek a megoldásával adódnak a 2 jelû csomópont elmozdulás-koordinátái az xy vonatkoztatási koordináta-rendszerben:
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	11. A végeselem-módszer néhány egyszerûbb szilárdságtani alkalmazása





�PAGE  �445�


	11.2. Síkbeli rúdszerkezetek számítása végeselem-módszerrel	
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