UBUNG 5.: REINE TORSION
Aufgabel.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit Dreieckquerschnitt

ya Gegeben:

Der gleichseitige Dreieckquerschnitt eines prismatischen Stabes mit
NE reiner Torsionsheanspruchung M. .
h:7a Die Spannungsfunktion U =U(x, y) des Querschnittes wird in der
" @?S folgenden Form vorgegeben:
c X y
, X U_Zh[(y h)*-3x° |G,

<

\ 4

Aufgabe:

a) Untersuchung, ob die gegebene Spannungsfunktion die Randbedingungen und die Poissonsche-Gleichung
befriedigt.

b) Ermittlung des Spannungszustandes und der Spannungsverteilung.
¢) Kontrolle der Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen.

d) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes des Querschnittes.
Losung:

a) Untersuchung, ob die gegebene Spannungsfunktion die Randbedingungen und die Poissonsche-Gleichung
befriedigt:

Die Spannungsfunktion muss mindestens oft stetig differenzierbar sein und muss an der Konturkurve des
Querschnittes gleich Null sein.

Die Potenzfunktionen sind immer gentigend vielmal stetig differenzierbar — die erste Bedingung ist also
erfullt.

Randbedingungen:
- An der Dreieckseite y =0 (Grundseite):

y=0 = u_zyh[(y h)’ -3¢ |G8=0.

- An der Seite y =—/3x+h (rechte Seite):
y=—y3x+h = U= f“h[( —3x+h- h) }ngo.
- An der Seite y=+/3x+h (linke Seite):

y={3x+h = U :ﬁ;;h[(ﬁxm—h)z—sxz}eszo.

Die Poissonsche-Gleichung: AU =-2G9.
Bildung der partiellen Ableitungen zweiter Ordnung:

p— p— 2 p—
au G 6xy 3G9X oUu -3GS

X 2h b 0 e h
8U 0G93, , 2 12 2 GY/, > 2 2
N 8y{2h(y —2hy? + h?y —3x y)}zﬁ(Sy —4hy+h?>-3x°),
U 0|G9 GY

3y? —4hy +h? — 3y—2h
% W{Zh( v )} T &)
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Nach Einsetzen in die Poissonsche -Gleichung: AU = 8_U2 + 8—U2 _ 369 y+ @(3y —2h)=-2G3.
ox~ oy h h
Die Poissonsche-Gleichung ist erfiillt.
b) Ermittlung des Spannungszustandes und der Spannungsverteilung:
rXZ=Q=%(3y2—4hy+h2—3x2), ryzz—ﬁzﬁxy
oy 2h oy h

GS(

Spannungsverteilung entlang der Achse x (y=0): z,, = TS h? —3x2) , 7,,=0.

Spannungsverteilung entlang der Achsey (x=0): 7, = %(33’2 —4hy + h2) , 7,, =0.

Spannungsverteilung entlang der linken Dreieckseite: (y = J3x+h ):

7, =G—r;9\/§x(\/§x+ h), T, =%x(\/§x+h) .

Der Vektor der Schubspannung:

7 =78 +7 éyze—r;g 3x(\/§x+h)éx+$x(«/§x+h)§y.

z Xz ZX yz

N

Man kann nachweisen (durch eine skalare Multiplikation mit dem Normalenvektor, der senkrecht auf der
Dreieckseite steht), dass die Schubspannung zur Dreieckseite parallel verlduft (ihre auf der Seite senkrecht
stehende Komponente ist gleich Null).

-7, =(—3e, +€y)-[G—r;9x/§x(x/§x+h)éx +%x(x/§x+ h)éy}zo = 17,=0.

T§Z :|z_:2| = (TXZ)2+(Tyz )2 :_G—l:ngx/éX(\/gX-}— h) .

Das negative Vorzeichen weist hier darauf hin, dass die Richtung der Schubspannung z,, zur &-Achse
entgegengesetzt ist.

Eingefiihrt wird eine neue Veranderliche & =2x+ n :

N

Fl=-S2245 £~ ) (55T on |- S -22).

Man erhélt dieselbe Funktion, wie bei der Spannungsverteilung entlang der x-Achse.

Grafische Darstellung der Spannungsverteilungen:
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¢) Kontrolle der Erfiillung der Gleichgewichtsbedingungen:

0 0 =7,
Gleichgewichtsbedingungen: £V+q=6,wobei: [5]: 0 0 7, , G=0.
“ 17, 7, O
0 + 0+ _q
0z
: oz,
Skalare Gleichungen: 0 + O+a—y=0,
z
0
%+ﬂ+ 0 =0.
ox oy

Die Komponenten des Spannungstensors hdngen nicht von der Verdnderliche z ab, deshalb werden die
ersten zwei Gleichungen offensichtlich erfiillt.

Nach der Definition der Spannungsfunktion: = =a—U, T, =— ]

Xz ay yz 6x
8r 2] 2]
Nach dem Einsetzen in die dritte Gleichung: aT“ y_O0U _OU
OX ay - oyox 8xay
Diese Gleichung ist immer erfiillt, wenn die Spannungsfunktion mindestens zweimal stetig differenzierbar
ist.

d) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes des Querschnittes:

_szdA 4f ffmy[y hy’ 3x2]G,9dydx

x=0 y=0

Es wird ausgenutzt, dass die Spannungsfunktion zur y-Achse symmetrisch ist: U (—x)=U (x).

So muss man das Integral nur fiir eine Seite des Querschnittes (z.B. die rechte Seite) berechnen und das
Ergebnis dann mit zwei multiplizieren. Das Torsionsmoment:

_4f ffm [ _3x? }Gsdydx.

x=0 y=0
Zuerst erfolgt die Integration nach y, weil der Integrationsbereich von x abhéngt.

—Bx+h

2

2 T N T
—hY —a3x? |dy=| L —on L in2 Y _3¥ y -
y[(y ) 3x}dy {4 3+ 5 32)(10

y=0
3 4 3 2,2 1 4
=——X"+3hx> —h“x* +—h".

4 \F 12

Danach muss man noch nach x integrieren;

a

2
M _26¢ (—§x4+\/§hx h2x2+ h ]
AW 12

¢ h

10\/'

Beriicksichtigt man den Zusammenhang M =1.G $, erhilt man das Torsionstragheitsmoment zu:

I —La“
° 16043
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Aufgabe 2.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit Ellipsenquerschnitt

y 4 Gegeben:
B Ein Ellipsenquerschnitt mit reiner Torsionsbeanspruchung M. .
b a A x Die Prandtlsche-Spannungsfunktion U =U (x,y) des Querschnittes
M\ wird in der folgender Form angenommen:

2 2
u-c-%- X
a? b
Aufgabe:

a) Ermittlung des Koeffizienten C der Spannungsfunktion.
b) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes |, des Querschnittes.
c) Bestimmung des Spannungs- und Verschiebungszustandes.

Losung:
a) Ermittlung des Koeffizienten C der Spannungsfunktion:

Die Spannungsfunktion muss sowohl die Randbedingungen als auch die Poissonsche-Gleichung
befriedigen.

Randbedingungen: in den rechteckigen Klammern steht die Ellipsengleichung, deshalb sind die
Randbedingungen erfiillt.

Die Poissonsche —Gleichung: AU =-2G9$:
oU —2X U -2

Die partiellen Ableitungen: —=C——, =C—,
P J OX a’ ox’ a’
— 2 f—
oy b oy b
2 2 2182
Einsetzen in die Poissonsche-Gleichung: AU = Q + 6U2 —ZC% =-2G8 = C= ?—bZGS :
ox> oy ab a“+b
b) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes |, des Querschnittes:
2
Das Torsionsmoment: M, =2 j UdA=2 f C (1— X—2 - y2 jdA
(A) (A) a b
Zur Berechnung des Integrals fiihrt man eine Transformation aus:

X_acosp: Y=asing = U =C(1-A*cos’ p— A”sin’ ) =C(1- 1*)
a b

Die Jacobische-Determinante der Transformation:

x o
o(X, o4 0O acoseg -—adsin )
(xy)_ P|_ 250 ? —abicos? p+absin?p=aba.
d(4e) |0y oy| |bsing bicose
o4 O

Berechnung des Integrals:

2 4
—ZIUdA 2[[ (1-4%)abidAde= 2abc27{’%_’ﬂ —abzC,

¢=01=0

33
MCZE( ‘;"bb )GS

0

a +
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L : a’b’®
Das Torsionstragheitsmoment des Querschnittes: |, = E(Z—sz .
a‘+
c) Bestimmung des Spannungs- und Verschiebungszustandes:
Der Spannungszustand:

ou 2C 2a’
Tfa*b—zy:‘[mwjy

Die Spannungsverteilung ist linear.
ou 2C 2b?
=——=—X=| 5——GJ|x

T _—
oox a’ a’ +b’
Ermittlung des gefahrdeten / kritischen Querschnittpunktes:

Es gibt keine Normalspannung. Der kritische Punkt ergibt sich aus dem maximalen Wert der
Schubspannung:

2
=12 _ 2 2 _ 2G3 4,2 4,2
|7, —rxz+ryz—(a2+b2) (b x? +a'y )
Dieser Ausdruck hat Extremwerte in den Punkten x=0, y=b, beziehungsweise x=a, y=0 (In diesen
Punkten verschwinden die ersten partiellen Ableitungen der Schubspannungsbetrige).

2
ImPunktA: 7, =0; 7, =—Q=£x: %GQ X=b Z;ab_GIZQ'
ox a a“+b a“+b
2

ImPunktB: z,,=0; 7, =@=—§y=— %GS =— Z?b—G'zg.

oy b a“+b a“+b
Da a>Db, ist die Schubspannung im Punkt B gro3er als im Punkt A.
Der kritische Querschnittspunkt: Punkt B.

2
Die Richtungstangente der Schubspannung: Ie _ —g .
Xz a' y
Die Richtungstangente der Konturkurve:
b? b?
2 M2 Y
T S U B
dx dx 2 b: , axy
b’ —;x2
Die Schubspannung zeigt in Richtung der Tangente an die Konturkurve des Querschnittes:
0 0 =z, 0 0 -a’y
2G9Y )

Der Spannungstensor: [F]=|0 0 ¢, =57 0 0 b

= a‘+

T, T, O -a’y b’x 0

Der Verzerrungszustand:
Den Verzerrungstensor erhdlt man mit Hilfe des Hookeschen-Gesetzes:

g 0 0 -a’y
[Al=="—| 0 0 b
=2 a“+b ) )

-a’y b°x 0

Der Verschiebungszustand:

Die Verschiebungsfelder kann man aus den Verzerrungskenngréfien bestimmen.
In der Hauptdiagonalen stehen Null-Werte:
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a—uzo = u=u(y,z), @zo = v=v(x,2), 8\—N=O = w=w(X,Yy).
OX oy oz
Das Verschiebungsfeld bei reiner Torsion:

U(x,y,z)=92€ xR+w(X,Y)€,, wobei R=X&, +Y§,.

U(x,y,z)=—9zye +9zx€, +W(x,y)e,.

U v
92 2
Die kinematischen Gleichungen: Y :8_u+@: 22a .92y’ Yy =@+@: 22b '9): .
0z ox a“+b z oy a“+b

Da 8_u=_9y und @zélx sind, gilt

0z 0z
-9 +8—W——2a2‘9y = w=3yX 1—2—az +K(y)—9yxb2_a2+K(y)

P a’+b? a’ +h? '
wobei K(y) eine beliebige Funktion der Veranderlichen y ist.
Mit einem dhnlichen Gedankengang:

ow  2b*9x 2b? b® —a’

‘9“5:@ - W=—,9yx(1——az +b2j+L(X)=3yXa2 e +L(x),

wobei ist L(X) eine beliebige Funktion der Verdnderlichen X ist.

Aus dem Vergleich der Ergebnisse: L(x)=K(y)=konstant.

Dieser konstante Wert entspricht einer parallelen Verriickung der Querschnittspunkte (damit beschéiftigen
wir uns hier nicht weiter).

22
Das Verschiebungsfeld ist also: u(x,y,z)=-9zYy€, +9zx€ +9 yx%éZ .
T Vv a‘+b
W

Aufgabe 3.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit Rechteckquerschnitt

Ay Gegeben:
Ein Rechteckquerschnitt mit reiner Torsionsbeanspruchung M. .

Aufgabe:
a) Néherungs- und exakte Konstruktion der Prandtlschen-Spannungsfunktion.

b) Veranschaulichung der Spannungsfunktionen.

c) Ermittlung der Spannungsverteilungen bei dem Querschnitt und Bestimmung der
gefdhrdeten / kritischen Querschnittspunkte.

d) Veranschaulichung der Spannungsverteilungen.

\ Lo

o S
v

\
a

\ 4
A

Losung:
a) Néherungs- und exakte Konstruktion der Prandtlschen-Spannungsfunktion:

Die Spannungsfunktion muf} vier Bedingungen befriedigen:
— sie muB mindestens zweimal stetig differenzierbar sein, so sind die gemischten zweiten partiellen

ot
Ableitungen gleich, das heifit die Gleichgewichtsbedingung a % + Ezy =0 erfiillt,

— am Querschnittsrand muf} sie den Wert Null haben (an den inneren Konturkurven muf} sie konstant
sein), so ist die Kontur unbelastet,

— das Torsionsmoment 146t sich aus der Spannungsfunktion berechnen,

— sie muf} die Poissonsche-Gleichung AU =—2G & befriedigen (das ist die Kompatibilitdtsbedingung).
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Konstruktion einer Ndherungslosung fiir die Spannungsfunktion:

2

2
Anwendung der Gleichungen fiir die Konturlinien: U (x,y)= [X —a—JLy —%j

Dieser Ausdruck ist genligend oft differenzierbar und befriedigt die Gleichgewichts- und
Randbedingungen.

Ermittlung des Koeffizienten C:

2 2
rxzzﬁzc'Zy x|, z'yzz—a—z—C'ZX yz—b— :
oy 4 X 4
ou oU
M, =|(- +7,X)dA=C|| ——y—-——Xx [dA,
: {( T,y +7,X) I( 5 o

b/2 a2 b2 C
=2 [ | { Lx ——]+x2(y2——ﬂ dxdy = —a’b®.
b2 -a2 4 18
18

Umgeordnet: C :WMC'

s L 18 , a’ , b?
Die Niherungs-Spannungsfunktion: U (X, y):WMC X y*—=—|.
Diese Spannungsfunktion befriedigt die Poissonsche-Gleichung aber nicht:

2 2 2
N _c.ox y? L BN 88 2C yz—b—
OX 4 OX 4

2 2 2
Y _coyfe-2| = Mol
oy 4 oy 4

2, 2, 2 2

AU = alﬁ oy =2C| y* + xz—a——b— = all.
o’ oy 4 4

Aus dieser Spannungsfunktion erhdlt man keine exakten Spannungs-, Verzerrungs- und

Verschiebungswerte.

Konstruktion einer exakten Losung fiir die Spannungsfunktion:

Wenn man die Poissonsche-Gleichung AU =—2G 9 homogenisiert, erhélt man die Laplacesche-Gleichung
AU =0.

Losungen der Laplaceschen-Gleichung sind z.B. die folgenden Funktionen: U,=sinh(x)sin(y),
U, =sinh(x)cos(y), U;=cosh(x)sin(y) und U, =cosh(y)cos(x).
Nehmen wir die Funktion f (x,y)=cosh(c,y)cos(c,x).

Wenn c, =+c, ist, dann erfiillt diese Funktion die Laplacesche-Gleichung:

2 2

Af(x,y) =%cosh (c,y)cos(c,x)+ %cosh (c,y)cos(c,x) =(cf —c; ) f (x,y)=0.

Randbedingung fiir die Spannungsfunktion:
Die Bedingung f(x,y):O ist an der Seite x=i% dann erfiillt, wenn c, =Zk ist, wobei k eine ungerade
a

Zahl ist.
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Nehmen wir die Funktion g(x,y)= > C, cosh(k—” yjcos(k—”xj.
a a

k=1,3,5...

Die Funktion erfiillt die Laplacesche-Gleichung und die Randbedingungen entlang der senkrechten Seiten
des Rechteckquerschnittes. (Diese Funktion ist nicht die allgemeine Losung der Laplacesche-Gleichung,
aber man kann beweisen, da3 es auch nicht notwendig ist.)

Eine partikulare Losung der Poissonschen-Gleichung ist schon aus der Ndherungsldsung bekannt:
a2
g'(xy) =—Gl9(x2 —I] .

Die exakte Losung der Prandtlschen-Spannungsfunktion wird in der folgenden Form gesucht:

2 0
U (x, y)=Gl9£aI_X2]+k > C, cosh[k? yjcos(%xj

=1,3,5...

Wenn man die Koeffizienten C, so wihlt, dal die Spannungsfunktion an den waagerechten
Querschnittsseiten verschwindet, dann erhélt man die exakte Losung:

Ermittlung der Koeffizienten C, :

2 0
Fiir yzig gilt U(xy)= GS[——X j+ > C, cosh(%)cos(k_ﬂszo.
k= \%/—a/

1,35. a

Ermittlung der Koeffizienten D, :

a

2
IGS[X —a—]cos(kﬂ jdx= D, .[cosz (k—ﬂxj dx .
4 a % a

2 2
Nach der Durchfiihrung der Integration: D, =(-1) 2 ——GJ9

Die exakte Prandtlsche-Spannungsfunktion:

a® i k+1 8a’ G kz kz
U(x, GY| ——x° |+ cosh| — vy |cos| —X |.
(xy)= ( J . ;s 7°k® cosh(zkb/2a) ( a y] ( a j

Diese Reihe konvergiert infolge des im Nenner stehenden Faktors k* sehr schnell.

2

Naherung nullten Grades: U° (X, y) = GS(% - XZJ (sie erfiillt die Randbedingungen nicht).

2 2
Naherung ersten Grades: U*(X,y)=G$ L 8a3 G4 cosh (f y] Cos(E Xj .
4 7° cosh(zb/2a) a a

b) Veranschaulichung der Spannungsfunktionen:
(Die Veranschaulichung erfolgte mit den Werten G9=1, a=2, b=6,C=1.)
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2 2 1-x"2)%(9-y"2)/9

4 4

Diese Funktion erfillt die Poissonsche-
Gleichung nicht.

Die Randbedingungen sind an allen vier Seiten
befriedigt.

0 a’ . 1-xA2
U (x,y):GS(Z—x J

Die Poissonsche-Gleichung ist erfiillt.
Die Randbedingungen werden nur an den

cooo
oMNEO0—

copoo-
[SFNye T ]

'
Y

cooo
[a] W NN s Y

coooo-
N &=

Seiten x = i% erfullt. 1

a2
Ul(X,Y):Gg[I—XZJ— Function
8a> G (ﬁ j (” j '
———————cosh| =y |cos| =x |
7* cosh(7h/2a) a a

Die Poissonsche-Gleichung ist erfiillt.
Die Randbedingungen werden an den Seiten

x=i%eﬁmk
Die Randbedingungen werden an den Seiten

y:ignmn%mwgmwmemﬁm.

c) Ermittlung der Spannungsverteilungen iiber den Querschnitt und Bestimmung der gefdhrdeten / kritischen
Querschnittspunkte.

Ndherungslosung:

A y A y A

2 2
Y Die Spannungsfunktion: U (x,y) :C(x2 —a—j(yz —b—j :

Die Spannungen:

2
r TXZ:%:%MCy Xz_a_ .
X % |7 oy ab 4

Diese Spannung ist entlang der x-Achse gleich Null und entlang der y-Achse

linear: z,, (x=0):—i M.y.

ab®
Entlang der zur y-Achse parallelen Linien gibt es auch eine lineare
TTXZ Spannungsverteilung, aber die maximale Spannung wird an den von der y-Achse
\ ; entfernteren Linien immer kleiner. An den Seiten x:ig verschwindet diese
‘e Spannungskomponente vollstindig.
oU 36 , b’
fﬂ:‘&:‘m“”cx[y ")
A Diese Verteilung ist gleich Null an der Achse x und linear an der Achse y:

9
Tﬂ(yZO):ﬁMCX
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An den mit der Achse x parallelen Linien ist auch eine lineare
Spannungsverteilung, aber die maximale Spannung wird an den von der Achse x

weiteren Linien immer kleiner. An den Seiten y :ig verschwindet diese

Geféhrdete Punkte sind die Punkte (+a/2; 0), wobei die maximale Spannung z,,... =+ 222 Ve
a

Exakte Losung:

a’ c M 8a’ GY kz kz
U(xy)=GY| ——x* |+ cosh| —y |cos :
(x.y) (4 J K ;s 7°k® cosh(zkb/2a) ( a yj ( a j
< k+1 8a G9 . (k;z j (k;r j
Z > sinh| —y |cos| —X |,
8y k1.35.. 7°k? cosh(zkb/2a) a a

0 k+1
7, =Y e+ > (- 82a2 ©9 cosh[k—” y]sin[k—”xj.
OX K=1,3,5... k COSh(ﬂ'kb/Za) a a

Niherung nullten Grades: es ergibt sich eine Losung, die drei Randbedingungen nicht erfiillt.

Néherung ersten Grades: z'iz = 8—Eiisinh (Z yj Cos(Z xj )
z* cosh(7h/2a) a a

7y, = _V _rgx+ B8 icosh (Z yjsin (Z x) :
ox =* cosh(zb/2a) a a

Berechnung des Torsionsmomentes: M_ = J'? x7, dA = _[xryZ dA — j yz,, dA
A A A

e ga GJ 03 s
J.XT dA = _[ fZGS x* + 2—xcosh(—y]3in(—xj dydx =
e e 7* cosh(zb/2a) a a

3
6980 e % odinh(xbj2a),
6 7° cosh(7h/2a)

a/2  b/2
8a Gg . T T
dA = ————vysinh| =y |cos| =x | dydx=
J;yfxz !/2 J/zzzz cosh(zrb/Za)y (ayj (a J y

3
=GI— 16a (bncosh”—b—Zasmh”—b)
7° cosh(zb/2a) 2a 2a
3
M, GQ(ab ﬂj
6 Ve
M —G3l, = I —ab[1+2%~0,331a%; 9= Me
6 * 3 1 16
Ga’b| ~+—
6 T
L =M, 1 168 sinh(zyjcos(zxj;
ﬂzazb(+4)cosh(ﬁb/2a) a 2
6 7«
1 ouU M, 8a T . (7®
T,=———= 2X+—; cosh| —vy |sin| —X
X 3 (1 16) n* cosh(7b/2a) a a
a’b| ~+—
Vi
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Gefihrdete / kritische Querschnittspunkte sind die Eckpunkte mit der Schubspannung:

T

1

yzmax DV EEET-SY
azb(1 +
6

M
t

d) Veranschaulichung der Spannungsverteilungen:

16

4
T

8
1+—
7_[2

MC
a’h’

}5,47

|

Die Veranschaulichung erfolgte mit den Werten: M_ =4, a=2, b=6.

Ndherungslosung:
BU VIV a’
“ oy a c
oU 36 b?
= e 2 M|y - .
Fre X ah® ¢ [y 4}

Die Poissonsche-Gleichung ist nicht erfiillt.

Néherung nullten Grades an die exakte Losung:

0 _12M,

0
T = 0 ! agb

T

Die Randbedingung ist nicht erfiillt.

Ndherung ersten Grades an die exakte Losung:

(x12-1)*y/12

17.

X*(9-y"2)12

Die Poissonsche-Gleichung ist erfiillt, die Randbedingung ist aber nur ndherungsweise befriedigt.

1 _
sz_Mc

8

7o (X, Y)

ﬂzazb(l+
6

0.00733*cos(1.

1

4

PRAT IR )

6 jcosh
T

571y)

(”b/za) sinh (% y] cos(% xj :

., U M, 8a
T,=———= 2X+—; cosh
x agb[ 1,16 ) 7% cosh(7b/2a)
6 =
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Ti’l (X’ y) Function

Aufgabe.4.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit offenem diinnwandigem Querschnitt

Gegeben:

Abmessungen des Querschnittes von U50 (MSz 326) und das Material des

prismatischen Stabes. Die Beanspruchung des Stabes ist reine Torsion.

h=50 mm, b=38 mm, v, =5mm, v, =7 mm, o,, =150 MPa..

Aufgabe:

a) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes |, des diinnwandigen
Querschnittes.

b) Bestimmung des maximalen Torsionsmomentes M. .

Losung:
b-v,/2 o o _ .
> Der reale Querschnitt wird mit einem Querschnitt konstanter Wanddicke
R Y modelliert.
\/1 Die Aufgabe wird mit Hilfe dieses Modells gelost.
h-v
(s 2
Mc v,
| ——= =]
J

a) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes |, des diinnwandigen Querschnittes:

I =£(h—v2)v13 +2-l h-4 v, |, =l(50—7)53 +2-l 38—E 7°=9909,3 mm*.
3 3 2 3 3 2
b) Bestimmung des maximalen Torsionsmomentes M.
Z—SZZI\/lc 24’ = Tszmax:%vmax'

Die gefahrdeten Punkte des Querschnittes U befindet sich am unteren und oberen waagerechten Teil des
Querschnittes, weil v, >, ist.

Mcmax
Oy max (Mohr) =27 ox =—I v, <oy, -

c

I, 9909,3

M, o SO =150-T=212 342Nmm=212,342 Nm .

cmax =zl
v2

Aufgabe.5.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit offenem diinnwandigem Querschnitt
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a, ‘ Gegeben:

Abmessungen und Beanspruchung des Querschnittes und das
3 Material des prismatischen Stabes. Die Beanspruchung des Stabes ist
v, a reine Torsion.
—2 @ =200 mm, a, =150 mm, a, =100 mm, v, =10 mm, v, =10 mm,
@5 Vs, v, =5mm, G =8-10° MPa, M, =120 Nm.
M, 4 Aufgabe:
2 v, a) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes |, des diinnwandigen
Querschnittes.
b) Bestimmung der maximalen Schubspannung 7., .
c) Ermittlung der Drillung / der spezifischen Verdrehung & des
Stabes.
Losung:

a) Berechnung des Torsionstragheitsmomentes | des diinnwandigen Querschnittes:

1 1 1 200-10° 150-10° 100-5°
| =Zavi+=-avi+=-aVv = + + =1,208-10° mm*.
c 3a1 1 3 272 3a3 3 3 3
b) Bestimmung der maximalen Schubspannung 7, :

M, 120
T =

VA —
smeC ™ 1,208-10°-1077

c

107 =9,93 MPa .

c) Ermittlung der Drillung / spezifische Verdrehung & des Stabes:
M 120

c

J=—C=— ——=1,24-10"rad/m.
Gl, 8-107-1,208-10°-10

Aufgabe 6.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit offenem Rohrquerschnitt

AY Gegeben:
Die Abmessungen und die Belastung eines diinnwandigen offenen
Rohres: M, =8 Nm, D=40mm, d=36 mm, I=1m.

Aufgabe:

a) Wie grol muss die FlieBgrenze des Rohrmaterials sein, wenn bei der
Dimensionierung ein Sicherheitsbeiwert von n=15 angewendet
wird.

b) Ermittlung der Verdrehung i zwischen den Stabenden, wenn

G =80-10° Pa ist.

v>

<

Losung:
a) Wie groB muss die FlieBgrenze des Rohrmaterials sein, wenn bei der Dimensionierung ein
Sicherheitsbeiwert von n=1,5 angewendet wird:
D+d 40+36 D-d 40-36
= = =38 mm, V=—— = =
2 2 2
Bei der Berechnung des Torsionstragheitsmomentes wird der Durchmesser des Mittelkreises d, benutzt,

weil das Aufschneiden des Rohres die Bogenldange / den Mittelkreisumfang nur in geringem Male
vermindert.

d, 2mm.

I, = %Vsdkﬁ = %23 -38-3,1416=318,3 mm*.

C
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Die gefdahrdeten Querschnittspunkte liegen an den inneren und duBleren Oberflachen des Rohres.
M 8

Tomax =——2V=———"——-2-10"° =50,3 MPa.
| 318,310

27, =100,6 MPa (Mohr)
O, max = ’
Y J3r,,, =87,1 MPa (HMH)
" NG, .. (Mohr) =1,5-100,6 =150,9 MPa
=0 = .
" "F | noy . (HMH)=15.87,1=130,7 MPa

b) Ermittlung der Verdrehung w zwischen den Stabenden, wenn G =80-10° Pa ist:

M. 8 rad M.

= = 12 9201314_1 Y= |=9|20,3141:0,314 I'ad:18o
.G 318,3-107-80-10 m 1.G

c

Aufgabe7.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit geschlossenem diinnwandigem Rechteckquerschnitt

AY Gegeben:
Die Abmessungen und die Belastung eines geschlossenen diinnwandigen
A T Rechteckquerschnittes:
2| A M, =200 Nm, a=100 mm, b=200 mm, v, =10 mm, v, =5 mm.
M, Aufgabe:
b (: é a) Ermittlung der Schubspannungen in den Abschnitten P, und P, .
e b) Bestimmung der Verdrehung y zwischen den Stabenden, wenn 1=2m
i 2 und G =8-10" Pa sind.
A
\ 4 BEZ
a

Losung:
a) Ermittlung der Schubspannungen in den Abschnitten P, und P, :
A =(a-v,)(b-v,)=95-190=18050 mm?,

5
o (P)=te 210 455 pa,
2Av,  2-18050-10
5
(p)=Me o210 g pa.

“2Av, 2-18050-5
b) Bestimmung der Verdrehung i zwischen den Stabenden, wenn I =2 m und G =8-10" Pa sind:
a-v b-v . )
gSldszz( 2)+2( 1) _2 95, 2:190
Vv v,

=95,
v, 10 5
2 2 —6
| - 416,( :4.18,05 .10 ~1372.10°m* |
<j§—ds 95
%
M 200-2

% =3,6-10"rad = 0,021°.

~1,G 13,72-10°-8-10"

Aufgabe 8.: Reine Torsion eines prismatischen Stabes mit diinnwandigem Rohrquerschnitt
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Ay Gegeben:

Das Material, die Lange |, der d&ulere Durchmesser D und der innere
Durchmesser d eines Rohres. Die Beanspruchung des Rohres ist reine
Torsion. D =40 mm, d =30 mm, | =1000 mm, M_ =100 Nm,

Mcf§ X G =80 GPa.
Vs ? Aufgabe:
a) Ermittlung des Torsionstragheitsmomentes | , der Verdrehung

zwischen den Rohrenden y und der Schubspannung 7, mittels der
Bredtschen-Formel (Ndherungsldsung).
> b) Vergleich der Ergebnisse mit der exakten Losung.

€ »

O«

Losung:
a) Ermittlung des Torsionstridgheitsmomentes |, der Verdrehung zwischen den Rohrenden y und der

Schubspannung z,, mittels der Bredtschen-Formel (Naherungslosung):
_D+d diz

d, :35mm,v:DT_d:5mm, A== =9,62-10" m®.
TsZ = MC 210,4 Mpa . @lds = dkﬂ. = 010353,141 = 211991 \\\

2AV v v 0,005 AS

2 . 2 108 (49'Vvvvvy

| 4? _4:962°:10° o100 e sz 9:

§ s 21,99

Vv

y= M1 _ 100-1 =7,42-10"rad .

1,6 16,83-10°.80-10°

b) Vergleich der Ergebnisse mit der exakten Losung:

Das polare Flachentriagheitsmoment des Kreisringquerschnittes:

D*-d*
| =

p

B M,
7=172-10"m"*, rwz(p)=|—p,

p

o,
I, 2 172-10

M, 1001

= = — ~=7,28-10"rad.
1,G 1,72-107-80-10

7

Berechnung des relativen Fehlers des Flachentragheitsmomentes:

4K fKDQdJZZT

(D+d)3(D—d)ﬁ

c (j)lds D+dﬁ/D—d 64
v 2 2
(D-d)(D+d)  D*-d*
=1y _ 64 3 ~_(D+d)’
l, D*-d* 2(D? +d?)
32

Eingefiihrt wird eine neue Verdnderliche k =% , die die Wanddicke des Rohres charakterisiert:
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-1, 1+2k+k® | 2k-1-k?

I, 2+2kT T 242K
Veranschaulichung des relativen Fehlers:

0
¥ 002
o
b
& 004}
=
X 006 |
(o]
&
< 008t

0.1 . . . .
05 06 07 08 09 1
X

Wenn das Rohr nicht diinnwandig ist, dann ist die Ndherungsformel von Bredt nicht geniigend genau.
Bei einem dickwandigen Rohr, wenn z.B. k =0,5 ist, betrdgt der relative Fehler 10%.
Die Fehlerkurve bei der VergroBerung von k:

0
-0.002
-0.004
-0.006
-0.008 |

-0.01
-0.012
-0.014

(-xh2+2*x-1)(2%x"2+2)

08 082084086088 09 092094096 098 1

X

Der relative Fehler betriagt 1 %, wenn das Verhiltnis k=0,82 ist. Die Bredtsche-Formel liefert also eine sehr
gute Naherung fiir reale diinnwandige Rohre.
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