UBUNG 6.: 2D AUFGABEN
Aufgabe 1.: Verallgemeinerter ebener Spannungszustand

Ay Gegeben:
p, = konstant

7
> —> —> —> —> —>

Die Abmessungen eines Rechteckbereiches, der sich in einem verallge-

M meinerten ebenen Spannungszustand befindet, seine Belastung p, und
3 )é die Airysche-Spannungsfunktion:
h
v P, xy* xy’ Ly* Ly’
U(x,y)=—"| xy-— — + + .
) L, (y)4(yhh2hh2

Aufgabe: Es ist zu entscheiden, ob diese Airysche-Spannungsfunktion die exakte Losung liefert.
Die Airysche-Spannungsfunktion muf} die folgenden Bedingungen befriedigen:
a) die Gleichgewichtshedingungen F -V +q = 0,
b) die kinematische Gleichung AAU (x,y)=0 und
¢) die dynamischen Randbedingungen.

Losung:
a) Kontrolle, ob die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt werden:
Die skalaren Gleichungen in kartesischen Koordinaten:

0 0 0
aO-X+&+qx=0, vy 0y+q =0, q,=0.
ox oy ox oy 7
Die Komponenten des Spannungstensors:
2 _ 3(L = x 2 2 2
Jx:ag:ﬂ - X+ ( 2 )y J O-yzgzo' TXy:TYX:_aU :_& 1_ﬂ_3iz
oy 2| h h X Oyox 4 h h
Die Gleichgewichtsbedingungen werden erfullt:
0 0 0
9o, i +q, =0, T Dy q, =0
X oy B X oy .
_pt(‘i_?’—yj _ pf 2 6y =0 =0 ~
20 h 1’ 4 h

b) Kontrolle, ob die kinematische Gleichung AAU (x,y)=0 erfiillt wird:

o'V o'V o'V
4 + 2 2 2 + 4

ox ox2oy> oy

AAU (X,y)= =0. Auch die kinematische Gleichung ist erfiillt.

c¢) Kontrolle, ob die dynamische Randbedingung erfiillt wird:
Entlang der Linie x=L:

2
B,=F(x=L)-€ =0,(x=L)& +1,(x=L)g, :—%|:1—ﬂ_3l:|é’ —0

Die dynamische Randbedingung ist nur im Fall y=—h und y=h/3 erfiillt, das heifit in den Punkten
(L,—h) und (L,h/3).
Entlang der Linie y=h:
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I o _ P, 2y 3y L
Py _£(y=+h) € =TTy (yem B Ty &y __Z{l_T_F €= Py
y=h

—

Entlang dieser Linie ist die dynamische Randbedingung in jedem Punkt erfiillt.
Entlang der Linie y=-h:

Py = E(y:—h) (_éy ) =Ty (y=) & Ty (- &, =0
=0 =0
Entlang dieser Linie ist die dynamische Randbedingung in jedem Punkt erfiillt.
Die gegebene Spannungsfunktion liefert keine exakte Losung, weil die dynamische Randbedingung nicht

entlang allen Randlinien / nicht in jedem Punkt des Randes erfiillt wird.

Aufgabe 2.: Verallgemeinerter ebener Spannungszustand

AY Gegeben:
y Die Abmessung a einer quadratischen Scheibe und die Airysche-Spannungs-
a funktion: U (X, y)=£(ﬁ—y—4].
— a’l 2 6
v X Aufgabe:
— a N < a) Ermittlung des Spannungszustandes.
b) Bestimmung und Veranschaulichung der Belastung entlang der Randli-
nien.
Losung:
a) Ermittlung des Spannungszustandes:
o Ty O
Der Spannungstensor: F=|7, o, 0.
0 0 O
Bildung der Spannungskomponenten aus der Spannungsfunktion:
2 2 2]

b) Bestimmung und Veranschaulichung der Belastung entlang der Randlinien:
Die Belastung kann man aus den dynamischen Randbedingungen berechnen.

Entlang der Seite x=0:

- . . _ p _
p(x:o) 25 (x:o)'(_ex): —Oy (x=0) €~ Ty (x=0) ey = (gzyzjex :
H_/

Entlang der Seite x=a:

# _ ~ - _ P/ 2\ 5 p

p(x:a) :i (x=a)'ex =0y (x=a) € +Txy (x=a) ey =?(a _2y )ex _(_Zy)ey

%(_/
=0

Entlang der Seite y=0:

r‘).()':0) ZE‘(VZO)'(_éy)_ ~Oy|(y=0) éy Ty | (y=0) € =0.

Entlang der Seite y=a:

I3(y=a) ZE‘(y:a)'(éy) =0y |(y=a) éy F Ty

Veranschaulichung der Linienbelastung:
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AY Ay
O-y z-xy
e e
<—<—<—<—¢
<
<
o o I/
X W X
Belastung in der Normalenrichtung Belastung in der tangentialen Richtung

Aufgabe 3.: Verallgemeinerter ebener Spannungszustand

»

Ay Gegeben:

[ ] Ein in der y-Richtung unendlich langer Scheibenstreifen und seine Belastung p. Die
Belastung liegt in der Mittelebene. Das Problem kann deshalb als eine Aufgabe zum
verallgemeinerten ebenen Spannungszustand betrachtet werden.

p Aufgabe:

a) Konstruktion der Airyschen-Spannungsfunktion.
b) Bestimmung des Spannungszustandes der Scheibe.
c) Bestimmung des Verzerrungszustandes.

v >

NN NN RN RN RN RRRAR
R XX EEE LR LR EE LR

-

a

€ >

Losung:
a) Konstruktion der Airyschen-Spannungsfunktion:
Die Spannungsfunktion muf drei Bedingungen befriedigen:
- Sie muB die biharmonische Differentialgleichung AAU =0 befriedigen (diese Gleichung folgt aus
den Kompatibilititsbedingungen).
- Die aus der Spannungsfunktion abgeleiteten Spannungskomponenten miissen die Gleichgewichtsbe-
dingungen erfiillen.
- Die aus der Spannungsfunktion abgeleiteten Spannungskomponenten miissen auch die dynamischen
Randbedingungen erfiillen.
Die erste Anforderung ist sicher erfiillt, wenn die Funktion ein Polynom von hochstens dritten Grades ist.

Die zweite Anforderung ist automatisch erfiillt, wenn die Spannungskomponenten in folgender Weise defi-
niert sind:

o°U o°U o°U
o, =— = — = —

Ty YT T
Erfiillung der dritten Anforderung:
Die dynamischen Randbedingungen: o, (x=0)=0,(x=a)=-p und 7, (x=0)=7,,(x=a)=0.

Da die Spannungskomponente o, die zweite Ableitung der Spannungsfunktion nach y ist, ist die einfachste
Spannungsfunktion, die die Randbedingung erfiillt U (X, y) =—py°.

o°U
0yox

Nach Einsetzen erhilt man 7, =— =0, das heiit die Randbedingung ist erfiillt: Z'Xy(X=0)=O,

rxy(x=a)=0.
2

Die Airysche-Spannungsfunktion ist also: U (X, y)=—py*.

b) Bestimmung des Spannungszustandes der Scheibe:
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-p 0O
2 2 2
ax=‘“2’=—p, ayzixlf—o, rxy=—§yg =0 = [F]=|{0 00
. L
% 0 00

Wir haben einen einachsigen Spannungszustand erhalten.
¢) Bestimmung des Verzerrungszustandes:
Bei einem einachsigen Spannungszustand kann man das einfache Hookesche-Gesetz anwenden:
-p/E 0 0
[A]=| 0 wvp/E 0
0 0 vp/E

Aufgabe 4.: Ebener Verzerrungszustand

yA Gegeben:
Die Abmessungen a und e eines Rechteckbereiches, der einem ebenen
e Verzerrungszustand  unterworfen  ist.  Die  Spannungsfunktion
v X U(xy)=Ax+Bx’y? ist bekannt.
€| Aufgabe:
a) Bestimmung des Zusammenhanges zwischen den Konstanten A und
< a > B, wenn die Spannungsfunktion U eine biharmonische Funktion ist.

b) Bestimmung der Spannungskomponenten o, (x,y); o, (X, Y); o,(x,y) und z,(x,y).

c) Veranschaulichung der Spannungsverteilungen o, und 7,,, bzw. o, und 7

y Xy ! entlang der Seiten

yX
z=0, y=—e, bzw. z=0, x=a, wenn A>0 ist.

d) Berechnung der Fliachenbelastung in den Punkten Q, [%, —e, Oj und Q, (a, %, Oj .

Losung:

a) Bestimmung des Zusammenhanges zwischen den Konstanten A und B, wenn die Spannungsfunktion U
eine biharmonische Funktion ist:

Eine biharmonische Funktion liegt vor, wenn die biharmonische Differentialgleichung erfiillt ist.
AAU =0.

2 2 2 2 4 4 4
a_2+a_2 a_2+a—2 U=0 = a—4+2%+a—4 U=0.
x> oyt )lox® oy ox'  ox“oy® oy

ou

Bildung der Ableitungen: —— =5Ax" +3By*x?, Y _ 2Bx’y,
OX oy
2 4
aax—li=20Ax3+GBy2x, iy—gzo,
3 3
%:60Ax2+65y2, 52U =12Byx,
OX ox-oy
4 4
gzlzoAx, Y _pomx.
OX ox oy
Nach Einsetzen: 120Ax+2-12Bx+0=0 = B=-5A.

b) Bestimmung der Spannungskomponenten o, (x,Y); o, (X, Y); o, (X y) und 7, (x,y):
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o2 o

o, =—5 =2BX’, o, =—5 =20AX’ +6By’X,
OX
o, =v(o, +0,)=v[(20A+2B)x* +6By’x | z =82—U=—68x2y
z X y 1 Xy axay "
¢) Veranschaulichung der Spannungsverteilungen o, und 7, , bzw. o, und z, entlang der Seiten

z=0, y=—=e, bzw. z=0, x=a, wenn A>0 ist:
- Seite y=—¢:
o, =20AX’+6Be’X, 7, =6Bex’, o, =v[(20A+2B)x’ +6Be’x].
- Seite x=a:
o, =2Ba’, o,=20Aa’+6Bay’, 7, =-6Ba’y, o, =v[(20A+ 2B)a’ +6Bay2].

Veranschaulichung der Spannungsverteilung:

yll 771\ 771\ 771\ nNA
g I T
= o, o, Xy
A > 1 ]
g — g
A 4 —
a
- L
4
. T
o, ~
g
>
o,
| 4
»
\‘W
| g
»
W

d) Berechnung der Flachenbelastung in den Punkten Q, (g, —e, Oj und Q, [a, %, Oj :

Yy A
19 oy Ty 0
> Der Spannungstensor:  F=|7,, o, 0
> =
0 0 o
[l

Q
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- Der Normaleneinheitsvektor ist fi=—€, im Punkt Q (% —e, Oj:

2 3
B=E|, i=-ty8 0,8, 7, =68e%=§8ea2, o, =20A%§+6Be25=§Aa3+3Be2a.

- Der Normaleneinheitsvektor ist i =€, .im Punkt Q, (a, %, Oj :

. _ _ . €
P =FE|, =08 +7,8, o,=2Ba’, 7, =—6Ba2§ =—3Ba’.

Aufgabe5b.: Verallgemeinerter ebener Spannungszustand
f, f, Gegeben:
bey > > Die Abmessungen a und b , die Belastung und die Airysche-

vz Spannungsfunktion einer quadratischen Scheibe:
= f
11, ’ 3 U=?°(x2+y2).

. f Die Scheibe wird entlang des Umfangs ihrer Mittelflache durch
eine konstante Linienbelastung f, belastet.

|
~ o
v <

Aufgabe:

4/ Ve a) Definition der Flachenspannungen.

e b) Ermittlung der Matrix des Fldchenspannungstensors N in

] einem beliebigen Punkt der Mittelflidche.
7 T 2 ¢) Kontrolle, ob die dynamischen Randbedingungen erfiillt wer-
n l 0 £ den.

d) Bestimmung der Flichenspannungskomponenten N, N

né?

bzw. N, , N, entlang der Linien y, und ;.

Losung:
a) Definition der Fldchenspannungen.

N, = [o,dz=b5,, N,=[0dz=b5,, N =N, =[r,dz=b7,.

(b) (b) (b)
N, N, O
Der Tensor der Flachenspannungen: [QJ =N, N, 0].
0 0 0

b) Ermittlung der Matrix des Flédchenspannungstensors N in einem beliebigen Punkt der Mittelfldche:

2, 2 2, f 0 0
N =T, N =T o, N =20, °
oy X oXoy [g]: 0 f, 0.
0 0 0

c) Kontrolle, ob die dynamischen Randbedingungen erfiillt werden:

I+

N N

X= N-(£€,)==£f¢,

Die dynamischen Randbedingungen sind erfiillt.

I+

y:

(=<

(#6,) == 18,

d) Bestimmung der Flichenspannungskomponenten N, N,., bzw. N,, N, entlang der Linien y, und y, .
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Die Normaleneinheitsvektoren der Linien: &, =——€ + v €, =— ,t—€,.
2| |2
2 2 °
f, 0 O
N,=N-6&=/0 f 0 V2| ﬁfo ,
= 2 2
0 0 O 0 0
N e Nt N NN ot
N, =€ N =€ -N-€&=1, N, =€, -N.=€ N eéz_EJr?:O
2| | V2]
2 2 °
f, 0 O
o = 2 2
N,-n-g -0 1, o ¥ |- 2y |
B 0 0 of 2 2
0 0
G fof o )
N,]§=e§-N§=—?°+?°=0
Aufgabe 6.: Ebener Verzerrungszustand
ya ya 3 Gegeben:
Die Abmessungen und die Airysche-
7 6 ol 2 x Spannungsfunktion fiir den ebenen
< = » Spannungszustand eines Rechteckge-
bietes mit der Dicke b:
° Y ' U—Eszatherle2
b 4 | 2 2 7

Aufgabe:
a) Ermittlung des Spannungstensors F in einem beliebigen Punkt P(x, y) des Bereiches.

b) Bestimmung der Randbelastungen auf den Randflichen des Bereiches, wenn die Volumenkrifte vernach-
lissigbar sind: §=0.

Losung:
a) Ermittlung des Spannungstensors F in einem beliebigen Punkt P(x,y) des Bereiches:
2 2 2
O-X Txy 0 O-X:alizc,ayzal-szA,TxyI—aUZ—B.
[E]=|z, o, © EY ox oxdy
0 0 o,

b) Randbelastungen auf den Randflichen des Bereiches, wenn die Volumenkrifte vernachldssigbar sind
(4=0):
x=0,]l

=}
I
H
D
2
H
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|
H
bl
|
I
H
O
D
+
o

X XX Xy -y X y!

x=0, 2h n=+€ p,=*r € to € =FBE + A€ ,
b A=16 0 ) g
2=t fi =+6, p, =+0,8, =+v(A+C)g,



