SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

8. MECHANIKA-REZGESTAN GYAKORLAT
(kidolgozta: Fehér Lajos, tsz. mérndk; Tarnai Gabor, mérnok tanar;
Molnar Zoltan, egy. adj., Dr. Nagy Zoltan, egy. adj.)
Tobb szabadsagfoku rezgorendszer mozgasegyenletének felirasa

10.1. Példa: Két szabadsagfokiu szabad, csillapitatlan rezgérendszer
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Adott: az A és B pontban csapagyazott, szabad rezgést végzO rendszer, amely 2

tomegpontot, 2 sulytalan (elhanyagolhat6 tomegii) rudat és 2 rugdt tartalmaz. Adott tovabba
m, =60 kg, m, =120 kg, I=1m, ¢,=c, =4-10"" m/N.

Feladat:

a) A rezgérendszer mozgas egyenletrendszerének felirasa kis szogelfordulasok esetén
matrixos formaban, szamszert adatokkal.

Az altalanos koordinatak legyenek a 21 hosszlisagl, sulytalan rudak szogelfordulasai:

Altalanos koordinatak:

q ?, . |4 %
. . . . = 0, D, = d, D,
0, = o, 0, =9,
q1=¢1 q2:¢2

A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet

i % _ﬁchi i:l’z
dt{oq, ) oo

A rendszer kinetikai energidja:

1 1 1 > 1 (1 Y 1 _.,., 1 17,
E:§m1V12+§m2V22:§m1(la)1) :Emzizwzj :Emllzg012+5mzzg022,

ahol Ees | atomegek csapagyazasi ponttol mért tavolsaga.

A rugdkban felhalmozodott alakvaltozasi energia:
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c, 2 c, 2.c¢ 2 c,

Az els6 mozgasegyenlet eldallitasa (i=1):
A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

oE E 1

—_—— = — IZ' = IZ',
o0, og m o AT
A(E)_0[E)_
dt\ag ) dtlog )
& _C%E _,

oq,  Op

3 2
'{w_wj
2 2 2 1
__d il 1 12

Az altalanos visszatérito ero:
du du

Qu =

2 ¢ 2 C,

d_ql dp, de|2 ¢ 2 C, 2 ¢

_ (Y 3P P ([, 3
¢ 2 ?, c, (2] ¢, ¢ (2] 2¢, P,

Az masodik mozgasegyenlet elballitasa (i=2):
A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

ﬁzﬁzl\XmE' =m£'
o, o, 4 e’
g[ﬁj_g(ﬁ}m [
dt\ag, ) dtlog, | 4%
ok _CGE _,

aq, Oy,

Az altalanos visszatérito ero:

_d_qz de, dp,| 2 ¢, 2 C,

_(¥fe 3 ]__ 8 _er
g, PACPLE 2c2(p1 4c2¢2

A 2 szabadsagfoku rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszere:
m |, + E+E _§£¢ =0
Al ¢, ¢ 2 20, 2

2. 31> 9l
mz—coz——c—¢1+——<o2=0
2 2

ch =

4 2 4c

A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:

10-T6bb szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa
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m, |2 0 . —+t— —-—
! 2 {(01:|+ C, G 2¢, |:¢l}:|:o:|
0 mzz ¢2 _EE gﬁ QDZ 0
M
B c
M¢+Cop=0,
ahol a tomegmatrix:
2 B 2
ml 0 60-1 0 60 0 kgm?
M: |2 = 12 =
_ 0 m,— 0 120-— 0 30| rad
4 4
a rugomatrix
[N T A
Co c, C 2¢, _ 4-10* 4-10™* 24.107* _ 5000 -3750
= 312 9 3 12 9 12 —3750 5625
2¢c, 4c, | 24.10" 44.10"

A rezgbérendszer mozgasegyenlet-rendszere:
5000

-3750 [, ] [0
3750 5625 || @, | |0

60 07
0 30| ¢,

il

|

10.2. Példa: Két szabadsagfoku szabad, csillapitatlan rezgorendszer

A

¥

|

Nm
rad

Adott: az m, tomegii cstiszasmentesen gordiild korongbol és a B pontban csapagyazott, m,

tomegl radbol all6 szabad rezgést végzo rendszer. Adott tovabba

m, =60 kg, m, =120 kg, =1 m, R=0,25m, ¢, =c,=4-10"" m/N.

Feladat:

a) Hatarozza meg az
szogleforduldsok esetén matrixos formaban, szdmszerti adatokkal.

abran lathat

A rezgdrendszer szabadsagfoka 2.

rezglrendszer

10-T6bb szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa

mozgasegyenlet-rendszerét
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Altalanos koordinatak:

q . 19 D
0, =, 0, =, q:|: 1:|:[(P1} q:|:..1:|:{?1}
= a, ®, = d, ?,

q1:¢1’ q2:¢2’

qlzé’l q2:¢2

A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet

d [6EJ E o i-12

dtlag ) o
A rendszer kinetikai energiaja:
1 1 1., 1.. 1(3 ., 11 2) .
E= E‘]awlz +E‘]ba’zz = E‘]a(/’l2 +E‘]b(022 = E(Emle)%Z +E(Em2(2|) j%z =

1(3 ., 1(1 .
=§(§m1R2j¢12+5(§mz|zj%2
A rugdkban felhalmozodott alakvaltozasi energia:
lo,~Rp)" 1(l9,)° 1(lp,)" 1(lp,—Rp) 1(17 12
U=U1+U2+U3=l(¢2 (/)1) _i_l((pz) +1((P2) zl((pz (pl) _}_E I_ I_ (022
C, 2 c, 2 c 2 C, 2

CZ CS
Az elsé mozgésegyenlet eldallitasa (i=1):
A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

OoE OoE 1.3 3

e _9% _ - > Rz. _° Rz.’
2 o szml ?=7MR°G
3(0E) d(E) 3
dt\og, ) dt\dg, | 2

& _%E _,

aql 6(01

Az altalanos visszatérito ero:

U d[10%‘R%f+l£ﬁ+fq¢;},{lzﬂ%:BﬂQ¢Rﬂz

da, dp,  dg {2 G 2(C, G

__[R, R
ST

Az masodik mozgasegyenlet eldallitasa (i=2):
A mozgasegyenlet bal oldalan all6 mennyiségek:
E_GE_1 .

= m ,
o4, op, 3

() d(E) 1 .
dt\ag, ) dtlag, ) 3 2 7

OE_E g

oq, O,
Az altalanos visszatérito ero:

10-T6bb szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa 4/8



Q= d_%__d¢2:_d¢2 2 G 2

|2 RI 1> 12 RI 1> 17 17
== C—¢z—c—¢’1+ c_+c_ Py | =~ —C—¢1+ c_+c_+c_ ?,
1 1 2 3 1 1 2 3

A 2 szabadsagfoku rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszere:

. 2 2 2 _
W d (g(l% Re) +1(I_+I_J ;J:_(zzw|+l

c, G

3 . R* R
Emlecoﬁ—lcol—c—lcofO
Loizg, Rl E-FE-FE =0
32 2 c, ? ¢ ¢ ?,
A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:
3 e g R’ RI |
-m . — -
2 {(ﬂl} 3 3 {%}H
D 2 2 2
o Lmpizg ) |_RUEE File] [0
3 Eole GG Gl
" ¢
Mg+Cop=0,
ahol a tdmegmatrix:
3 3 2
- EmlR 0 . E.60-0,25 0 _{5,625 0}kgm2
3 3
a rugématrix:
R _RI 0,252 0,251
Co C C | 410%  4.10* | [156,25 —625|Nm
= R (12 12 12)| | 0251 1P+12+1%| | 625 7500 ]rad
¢ (¢ ¢ c 4.10*  4.10"

A rezgdrendszer mozgasegyenlet-rendszere:

5625 0[], [156,25 —625][¢]_[O
0 40|/¢,| | 625 7500 ¢, | |0

10-T6bb szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa
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10.3. Példa: Két szabadsagfoku szabad, csillapitatlan rezgérendszer

¢ Y yA(p2 Cy

A

»
Adott: az m, tomegli és m, témegli csuszdsmentesen gordiilé hengerekbdl allo szabad

rezgést végzod rendszer. Adott tovabba
m =m, =60 kg, R, =R, =0,25m, ¢,=c, =4-10"* m/N.

Feladat:

a) Hatarozza meg az abran lathat rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszerét Kkis
szogleforduldsok esetén matrixos formaban, szdmszerti adatokkal.

A rezgdérendszer szabadsagfoka 2.

Altalanos koordinatak:

q ol . |4 7
0, =, 0, =@, q:|: 1:|:[ 1] q:|:..1:|:|:..1}
. . . . = a, ®, = d, ®,
0, = ¢, 4, =9,

q1=¢1 q2:¢2

A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet
§(E) E oy,
dtl g, ) oo,

A rendszer kinetikai energiaja:

1 1 1. ., 1. 1(3 o 1
E :EJaa)lz +E‘]ba)22 =230 += 3,0 :E(Em&zj%z +_(

3 )
5 5 5 _mszzj%z

2

A rugokban felhalmozodott alakvaltozasi energia:
2Rp) 1(Re,-Ra) 1(2R0,)
U :U1+U2+U3=1( R1¢1) +1( 2§02 R1§01) +1( 2(02)

C, 2 C, 2 C,
Az els6 mozgasegyenlet eldallitasa (i=1):
A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 mennyiségek:

E_CE 148 o0 3.
8ql_6gbl \2\22m1R1¢l 2m1R1¢l’
dfoE|_dfoE | 3 ..
sl )l )
E

o, O,

Az altalanos visszatérito ero:
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ch:_d_U:_dU _ { (2R1¢1) o ( 20, — R1¢1) L2 (ZRZ%) }:
dg, de, dq)1 2 ¢ 2 c, 2
- %2(2E¢1)2R1+ ( 2%02 R1(P1)( )} { El ¢1+%¢1 Rﬂjz %}:

2
SENANN
AN C, C,

Az masodik mozgasegyenlet eléallitasa (i=2):
A mozgasegyenlet bal oldalan all6 mennyiségek:

E aE 3 mR 2(0

od, 8 ?, 2

d 8E d 8E 3 5.
—| = —M,R,°p,,
dt 8q2 dt a(p2 2

GE 8E

aqz 8@2

Az altalanos visszatérito ero:

c2 dq2 d¢2 d¢2 Cl 2 C2 2 C3
1 (Ro,—R 2R 2 ’
_ EZMM}ZMZRZ}{&%_R& g+ 2R 4:
2 C2 2 C3 2 2 3

i 2 2
_@¢1+[R_z+ﬁ]4
L C, C, C

A 2 szabadsagfoku rezgérendszer mozgasegyenlet-rendszere:

3 . [(4R? R
—mlRf(ﬂﬁ(—l +—R1J¢1—R1 2p,=0
c ¢ C

2 2

3 . RR R’ 4R,
_mszz%_ ! Z(Pl ( + ](/’220

2 C, C, C,
A mozgasegyenlet-rendszer matrixos alakban felirva:
3?0 (ﬂ&] _RR
0, 2 2
0 gmszz “ _RR, R’ 4R’ |2 0
| ¢ C, c, G 4
M L i
a ¢
Mg+Cp=0

=m,R? 0 2-120-0,252 0 {11’25 0 }kgmz

0 11,25 | rad

0 =mR)? 0 2-1200,252

10-T6bb szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa 7/8



a rugématrix:

Lﬁt&] “RR,

C1 C2 C2

_RR, R’ 4R’
C, C, Cs

o
I

)

4.0,25*> 0,252 0,25-0,25
+ _—
4.10%  4.10™* 4.10™
. 0,25-0,25  0,25°+4-0,25°
4.10™* 4.107

A rezgbrendszer mozgasegyenlet-rendszere:

1125 0 @] [78125 -156,25)¢;]_[0
0 11,25|/¢,| |-156,25 78125 || ¢, | |O

10-T6bb szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa
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