SZECHENYI ISTVAN ALKALMAZOTT MECHANIKA
EGYETEM TANSZEK

1. MECHANIKA-REZGESTAN GYAKORLAT
(kidolgozta: Fehér Lajos, tansz. m.; Tarnai Gabor, mérndk tanar; Molnar Zoltan, egy. adj.)
Komplex mennyiségek, Matrix- és Vektoralgebra, Differencialegyenletek

Komplex mennyiségek tulajdonsagai, miiveletei

Komplex mennyiség = komplex szam = komplex vektor.
a) Komplex mennyiség algebrai alakja:

Z=X+Iiy,

X - a Z komplex szam valos

(realis) része, !
y - a z komplex szam képzetes X

(imaginarius) része, |

v

i - a képzetes (imaginarius)
egységvektor -y X

A képzetes egységvektor tulajdonsagai:

- | i | =1, abszolut értéke egy,

- ii=-1, dbnmagaval vett szorzata minusz egy.

A z komplex szam i-vel torténd szorzasa a z vektor 90° -os elforgatasat eredményezi az
6ramutatd forgasaval ellentétes irdnyban: zi=(x+iy)i=iXx—y=—-y+iX.

b) Komplex mennyiség trigonometrikus alakja:
z=r(cosa+isina),

r :|Z| - a Z komplex szam abszolut értéke
(nagysaga),

a - a Z komplex szam x tengellyel bezart
szOge,

X=Re(z)=rcosa -a z komplex szam valos

(realis) része,
y=Im(z)=rsina - a z komplex szim
képzetes (imaginarius) része.

¢) Komplex mennyiség exponencialis alakja:

Z:I’eia, ahol e~2,718281 a természetes szam és r a komplex szam abszolut értéke

(nagysaga).
Megjegyzés:
- Az exponencialis alak az e* =g fuggvény sorfejtésével vezethets be.

- A trigonometrikus és az exponencidlis alak egybevetésébdl kovetkezik, hogy a z =€

komplex mennyiség az x tengellyel o szoget bezard komplex egységvektor: [€'|=1.
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d) Komplex mennyiség abszolut értéke:
7| =X*+y* = |r’(cos’ ar+sin*a) =.
=1
Az abszolut érték tulajdonsagai:
-z, + 2| <z +|2,
- |zz,|=[z]lz,
_Ll
2|
e) Komplex mennyiség konjugaltja:
A z=Xx+iy =r(cosa +isina) = re" komplex szam konjugiltja:

b

4
ZZ

a Z, #0 esetben.

Z=x—iy=r(cosa—isina)=re™*.
Miuveletek a konjugalttal:
- 2+Z =(X+1y)+(x—1ly) = 2X,
- 2-Z =(x+iy)—(x—iy) =2y,

_ . . 2 2 - : 2 2 2 2
- 77 = (x+iy)(x—iy) =X* + y* —ixy +iyx = x* + y* =z =r?,
- 4+ 2, = (X i) + O +iyy) = (X —iy) + (% —1Y,) =7, + 7,

-2,2,=17,Z,.

f) Komplex mennyiségek szorzasa:
- Szorzas algebrai alak esetén:

4,2, = (a1 + 'bl)(az + ibz) =aa, _b1b2 + i(a1b2 + aZbl) .
- Szorzas trigonometrikus alak esetén:
2z, =r(cosa, +isina,)r,(cose, +isina,) =

=1, 1,[cos(ey +a,) +isin(e, +a,)].
- Szorzas exponencialis alak esetén:
iy Al
ZlZ2 :rlrze e :rlrze

i(g+a,)

Megjegyzés: - Az €, e és €'t ay x tengellyel @, a, és (o +a,) szoget bezar6
egységvektorok: gl| =|g'* =‘ei(“1“’2) =1.

- A szorzas 7 =17,Z, komplex eredményvektora a Z, komplex vektorhoz képest

o, szoggel el van forgatva az 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyban.

g) Komplex mennyiségek osztasa:
- Osztas algebrai alak esetén:

z_(@+ib)  az bz,
z, (a,+ib,) (a,+ib)z, (a,+ib,)Z,
- ai(az _ibz) T ibl(az _ibz) — &8, +b1b2 +i b1a2 —b281
2 2 2 2 2 2 2 2
a, +b; a, +b; a, +b; a, +b;

- Osztas trigonometrikus alak esetén:
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z,  r(cosa, +ising,)

' S
Z,

r, .
— = L[cos(a, —a,) +isin(a, —
r,(cosa, +isina,) r2[ (e ~ax) (@ =)

- Osztas exponencialis alak esetén:
iy
z, _re" _n

1
ia
Z, e

gila-a)

i(n+ay)

Megjegyzés: - Az @ e és e az x tengellyel a,, o, és (g +a,) szoget bezard

eial — eia2 =1

— ‘ei(a1+a2)

egységvektorok:

- Az osztas Z=12,/2, komplex eredményvektora a Z; komplex vektorhoz

képest a, szoggel el van forgatva az éramutaté jarasaval megegyezé iranyban.

h) Komplex mennyiségek o szog szerinti differencidlasa:

- Differencialas exponencialis R
alak esetén: N dz

la | e
dz_d(re?) _ gici—zi, o e :
da da ! ai 2 y
Az a szog szerinti differencialis a g ! - P
komplex mennyiséget 90°-kal elforgatja az Ty X g

oramutaté jarasaval ellentétes iranyban

- Differencialas trigonometrikus alak esetén:

dz d[r(cosa+isina)] . . .
—= =r(-sing+icosa)=iz.
da da

Hiperbolikus és a Kriilov fiiggvények

a) Az exponencialis fliggvény:

Ertelmezése:
n [e's} n e_X
. X X
y=e'=lim/1+—| =) —.
n—o n par n!

Kiejtés: y egyenl6 ¢ ad x.
A faktorialis (7 faktorialis):
n'=1.2.3-4- ... -n.

A természetes szam: €' =e = |im(1+lj = Zi ~2,718281....

n—o n o n!
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b) A hiperbolikus fliggvények:

Ertelmezések: Ay
eX g chx
y=shx=
Kiejtés: y egyenlS szinusz hiperbolikusz x. 1 y
e*+e” >
y=chx= ) 0

Kiejtés: y egyenld koszinusz hiperbolikusz x. oh x

) A Kriilov-fliggvények:

Ertelmezés: a Krillov figgvényeket hiperbolikus és trigonometrikus fiiggvények linearis
kombinaciéja szolgaltatja:

S(kx):%(chkx+coskx) T(kx):%(shkx+sinkx)
1 1 .

U(kx)=z(chkx—coskx) V(kx)=z(shkx—5|nkx)
ahol k valos allandé.
A figgvények x szerinti elsé derivaltjai:

ds 1 . dT 1
—=k=(shkx—sinkx)=KV (kx) , — =k =(chkx+coskx) = kS (kx),
dx 2 dx 2
W _ L sk sinke) = kT (o), 2V =2 (chke— coskx) = kU (kx).
dx 2 dx 2
A figgvények masodik és harmadik derivaltjai:

d’s deT d?u d?v

S =KU K0, =KV (), =k (), - = KT (k).
d’s d’T d*u dv
=k, = kUK, =KV (K, =K (k).

Matrixalgebrai 6sszefoglalo

a) Matrix értelmezése, jeldlése:

Moitrix: Skalaris mennyiségeknek, szamoknak megadott szabaly szerint tablazatba rendezett
halmaza.

8; 8, da;
%y Ay By

A matrixokat kétszer alahtuzott bettvel, a matrixok elemeit (koordinatait) alsé indexes betdvel
jeloljik. PL. A, a és aj,, a, stb.

Matrix jelSlése: [ é} = [

Az a,; matrixelem az A matrix els6 soraban és harmadik oszlopaban all.

Matrix mérete: Példaul a fenti (2x3)-as méretd [ A] matrixnak két sora és harom oszlopa van.
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Az @, matrix elem jelolés kiejtése (kiolvasasa): 4 egy harom.

8,
Oszlopmatrix: [2] =| a, |, sormatrix: [QT ] = [a1 a, a3] .
8
Az oszlopmatrixnak egy oszlopa, a sormatrixnak egy sora van.
A sormatrix ugyanannak az oszlopmatrixnak a transzponaltja. A sormatrixot a matrix
betdjelének felsé indexébe irt T bet jeloli.
b) Matrixmiiveletek:
A miiveleteket (2x2)-es, (2x1)-es és (1x2)-es matrixokra mutatjuk be.
- Matrix transzponaltja (tiikrozés a foatlora):
A matrix f6atlojat az azonos indexii elemek alkotjak.

[A]: a, a12] — [AT}: a; &, .
oA Ay - a4, &,
Sl il

(2x2) (2x2)
A transzponalasi miivelet jele: T (a matrix fels6 indexében).
A transzpondlas oszlopmatrixbol sormatrixot, sormatrixbol pedig oszlopmatrixot hoz
létre.
Az éT jelolés kiejtése (kiolvasasa): & transzponalt.
- Matrixok 0sszeadésa, kivonasa:
Csak azonos méretli matrixok adhatok ossze, vonhatok ki egymasbol.
A+B=C,
Fl aqun bu]
18 8y b, b,
(2x2) (2x2) (2x2) (2x2)
- Matrixszorzas (sor-oszlop kombinacid):
Csak olyan matrixok szorozhatdk dssze, amelyek teljesitik azt a feltételt, hogy az els6

szorzOtényezd oszlopainak szama megegyezik a masodik szorzotényezd sorainak
szamaval.

(a, £b,) (a,*h,)
(321ib21) (a22ib22)

o]

C21 C22

AB=C,

{all alZ} {bll b.[2] — {(all bll + a12 b21) (all b12+812 bZZ)}

aZl a22 b21 b22 | (a21 bll+a22 b21) (a21 b12+a22 b22)v.

(2x2) (2x2) (2x2)

Ab=c,

Fl au] m :{(aﬂbﬁau bz)}: H

& @&, b |(abta,b)| |c]

(2x2) (2x1) (2x1) (2x1)

a'B=d,
@ sy ¥ an ey @bl o)
(Ax2) (1x2) (1x2)

(2x2)
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¢) Kiilonleges matrixok:

>

10
- Egységmitrix: E = [O J . Tulajdonsiga: E-A=A-E=

Az egységmatrix a f6atlojaban 1-es koordinatakat, a féatldjan kiviil O elemeket tartalmaz.
Az egységmatrixszal torténd szorzas nem valtoztatja meg a megszorzott matrixot.

A.é*:éﬁ.é:é

- Inverz matrix (reciprok matrix):

1 o .
Az A" mitrix az A matrix inverze, vagy reciproka.

Csak négyzetes matrixnak létezik inverze (reciproka) abban az esetben, ha az A matrix
elemeibdl képezett determinans nem nulla.

. . L, T
- Szimmetrikus matrix: A = A

A matrix elemei megegyeznek a féatlora vett tikorképuikkel.

1 2
Példaul [A] = szimmetrikus matrix.
= 2 9

: . L T
- Ferdeszimmetrikus matrix: A =-A.

A matrix barmelyik eleme megegyezik a féatlora vett tikorképének minusz egyszeresével.
Ebbdl az kovetkezik, hogy a féatloban csak zérus elemek lehetnek.

0 -3
Példaul [A] = ferdeszimmetrikus matrix.
3 0

[ . o -1 -1
- Inverz matrix (reciprok matrix):  A-A =A"- A=

1>
[Im

-1 i P .
Az A7 mitrix az A mitrix inverze, vagy mis néven reciproka.
Csak négyzetes matrixnak létezik inverze (reciproka) abban az esetben, ha az A matrix elemeib6l
képezett determinans nem nulla.

_adja; Ay
 det|a,| det|A]’

Az invers matrix kiszamitdsa: 571 = [a,] l:l

Matrix sajatértékei és sajatvektorai

- A sajatérték feladat kitlizése:
Létezik-e olyan N oszlopmatrix, amellyel az A négyzetes matrixot megszorozva, az N

oszlopmatrix valahdnyszorosit kapjuk: An=A4n, ahola A skaliris mennyiség?
Ha létezik ilyen n oszlopmatrix, akkor ezt az A négyzetes matrix sajatvektordnak, a A skalaris
mennyiséget pedig az A matrix sajitértékének nevezziik.

- A sajatérték feladat megoldésa:

A sajatérték feladat megoldasat egy (2x2)-es matrixon mutatjuk be.
Az el6z6 egyenletet részletesen kiirva és bal oldalra rendezve:

{au au} ]l {au au} n, n, _H
= , = -A - 5
a, a,||n n, &, a, N n,| |0

és a szorzasokat elvégezve, az n,, N, ismeretlenre homogén linedris algebrai egyenletrendszert

kapunk:
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(ail_ﬂ’) n,+a; r]y = O’

8y N+ (au —4) n, = 0.

Az egyenletrendszer nemtrivialis (nullatél kilonb6z6) megoldasanak feltétele az, hogy a
rendszer matrixabol képezett determinansnak el kell ttinnie:

(an - /1) a;

8y (a11 - A)
A determinanst kifejtve kapjuk a garakterisgtikus egyenletet:

A% - (8, +3y,) A+ (8,8, —a,a,) =0.

A karakterisztikus egyenlet megoldasai a matrix sajatértékei:

L (aray)E (e, +ay,) 42,8,
12 — 2 :

A homogén linearis algebrai egyenletrendszernek csak A=A, és A=A, esetén van

nemtrivialis megoldasa.
A matrix sajatértékeit ndvekvé sorrendben szokds sorszamozni.

Ha az egyes A (i=1,2) sajatértékeket behelyettesitjik a homogén linearis algebrai
egyenletrendszerbe, akkor az egyenletrendszer megoldhat az n
(a,-A4)n, +a,n =0 n,= ...

o T = (i=12).

2 My + (8, —4)n, =0 My = .-

oo My ismeretlenre:

Az A (i=1,2) sajatértékek behelyettesitése esetén azonban az egyenletrendszer egyenletei

egymastdl nem linedrisan fiiggetlenek, ezért az egyik egyenletet el lehet hagyni és a masik

egyenletb6l csak az N,/ ny , vagy 0y /n, (7=1,2) hanyados hatirozhat6 meg.

Az n, és Ny értekét akkor kapjuk meg egyértelmien, ha az Q,T =[nix niy] sajatvektoroktol

megkoveteljiik, hogy egységvektorok legyenek: y/ny +np =1, =12,

Vektorok skalaris szorzata

A skalaris szorzas értelmezése: a-b =|§”6‘C05a. (a a vektorok kozott bezart szog,
a<r.)

Az d-b miivelet kiolvasasa: a skalarisan szorozva bével, vagy d skalar beé.
A skalaris szorzés kiszdmitdsa matrixszorzassal:

ab=[a, a

bX
a,]| b, [=ab +ab, +ab,.

b,

Az elsé szorz6 tényezé koordinatdit sormatrixba, a masodik szorzd tényezd
koordinatait oszlopmatrixba rendezziik €s a szorzast a matrixszorzas szabalyai szerint (sor-
oszlop kombinacid) végezziik el.

A szorzés eredménye egy skaldris mennyiség.
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1.1. Példa (Matrix maveletek)

2 -4 -12 4
Adott: A= , B= .
= |7 3| = |-6 3

Feladat:

a) Az éT és ET transzponalt matrixok meghatarozasa.

b) Az A+B 0Osszegmatrix és az A— B kiilonbségmatrix meghatirozasa.
©) Az AB szorzatmaitrix meghatirozasa.

Kidolgozas:

a) Az éT és ET transzponalt matrixok meghatarozasa:

a2 7] g [12 -6
= |4 3/"= |4 3

b) Az A+ B Osszegmatrix és az A— B kilonbségmatrix meghatarozasa:

2 -4 -12 4 -10 O
A+B= + = ,
= =17 3 -6 3 1 6

2 -4 |-12 4 14 -8
A-B= - = )
= =17 3 -6 3 13 0
c) Az AB szorzatmatrix meghatirozisa.

wft 2

_ 2(_12)+(_4)(_6) 24—|—(—4)3 B —48 -4
_{ 7(-12) +3(-6) 7.4+3.3 }_{_102 37]

1.2. Példa (Skalaris és matrix szorzas gyakorlasa)
Adott: d=(47+6]—k)m, b=(-37 +j—k) m.

Feladat: Az ad-b skalaris szorzat meghatarozésa.

Kidolgozas:
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Az @-b szorzat meghatarozasa:
-3

a-b=[4 6 -1]| 1|=4(-3)+6-1+(-1) (-1)=-5m*
-1

1.3. Példa (Matrix inverzének el6allitasa)

2
Adott: éz 3

N
N W
P = DN

Feladat: Az é matrix inverzének meghatarozasa.
Kidolgozas:
- A mitrix determinansa: det ‘é‘ =2(-3-2)-1(-3+2)+2(6+6)=15.

- Az adjungalt matrix elemet:

adja, =-3-2=-5,  adja, =—(-3+2)=1, adja,=6+6=12,
adja,, =—(-1+4)=5, adja,=-2+4=2, adja,=—-(4+2)=-6,

adja,; =1-6=-5, adja,, =—(2-6)=4, adja,, =6-3=3.

-5 1 12
- Az adjungalt matrix: [AJ ] = [adj a; ] =| 5 2-6].
-5 4 3

- Az inverz (reciprok) matrix:

4 A -5 5 -5
= T
g = 12-6 3
21 2] [-5 5- 15 0 0
- Ellendrzés: AAT=| 3 3 1% 12
-2 2-1]7[12-6

1.3. b) Példa (Matrix inverzének el6allitasa)

2 1
Adott: A= .
= |3 =2

Feladat: Az A matrix inverzének meghatarozasa.

Kidolgozas:
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- A mitrix determinansa: det ‘ é‘ =2-(-2)-1-3=-7.

- Az adjungalt matrix elemeti:

adja,, =2, adja, =—(3) =-3, ,

adja,, =—(1) =-1, adja,, =2, ,

- Az adjungalt matrix: [AJ ] = [adj a, :' = {:i _23} :

- Az inverz (reciprok) matrix:

A—lz[a_;]:(adj a,) _adja, :i[‘z —1}{0, 2857 0,1429}
= ’ detfa;| ~ detla,| -7|-3 2

0,4286 -0,2857

4 |2 10,2857 0,1429 1 0
- Ellen6rzés: AA = = =E
3 -21/0,4286 -0,2857 0 1

1.4. Példa (Matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak meghatarozasa)

-30 O 0
Adott: é: 0 30 -40/|.
0-40 90
Feladat: Az é matrix sajatértékeinek és sajatvektorainak a meghatarozasa.

Kidolgozas:

- A megoldand6 homogén linearis algebrai egyenletrendszer:

(-30-2) 0 0 n, 0
0 (30-1) -40 n, |=|0|, vagy
0 —-40  (90-4) || n, 0
(-30-A)n, =0

(30— 2)n, —40n, =0¢.
—40n, +(90-A)n, =0

(-30- 1) 0 0
- A karakterisztikus egyenlet: 0 (30—4) -40 |=0, =
0 —-40 (90-4)
(30— 1)[(30—1)(90— 1) —40-40] =0, (30— 4)(1* —1204+1100) =0.

- A karakterisztikus egyenlet megoldasa, a matrix sajatértéket:

(-30-2)=0 = A,=-30,
(1*-1201+1100)=0 = A, =10, 4,=110.
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A matrix sajatvektoral, a sajatértékek behelyettesitése a linearis algebrai egyenletrendszerbe:

A A, =30 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

(-30-4,)n, =0 (-30+30)n,, =0
(30-4,)n, —40n, =0, = (30+30)n, —40n, =0
—40n,, +(90-4,)n, =0 —40n,, +(90+30)n,, =0

A 2. és 3. egyenletbdl: n, =n,, =0.
Az 1. egyenletbdSl: n,, tetszéleges érték.
T
Legyen a sajatvektor egységvektor, igy: [QJ :[ 10 O].

A A, =10 sajatértékhez tartozé sajatvektor:

(-30-4,)n,, =0 (-30-10)n,, =0
(30-4,)n,, —40n,, =0, = (30-10)n, —40n,, =0
—40n,, +(90-4,)n,, =0 —40n,, +(90-10)n,, =0

Az 1. egyenletbdl: n,, =0.
A 2., vagy 3. egyenletb6l: n,, =2n

2z

Legyen a sajatvektor egységvektor: \ /njy + 4I’]22y =1, =

Tehata A,-hoz tartozé sajatvektor: [n T —{ 0 i i
a L= F E

A A, =110 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

(-30-4,)n,, =0 (-30-110)n,, =0
(30-4,)n,, —40n,, =0, = (30-110)n, —40n,, =0.
—40n,, +(90—-2;)n,, =0 —40n,, +(90-110)n,, =0

Az 1. egyenletbdl: n,, =0.
A 2., vagy 3. egyenletbdl: n,, = -2n,, .

Legyen a sajatvektor egységvektor: \ /ngy + 4I‘1§y =1, =
oy T 1 2
Tehat a A;-hoz tartozoé sajatvektor: [ng} =0 = ——|.
- NN

1.5. Példa (Vektor adott irannyal parhuzamos OsszetevGjének meghatarozasa)

Adott: b = (20 +40j —30K) m,
&, = (0,8 —0,6k).

Feladat:
b

A b vektor éa egységvektorral parhuzamos b” Osszetevojének meghatarozasa.

Kidolgozas:

1. Rezgéstan Gyakorlat 11/17



A b, parhuzamos Gsszetevé meghatarozasa:

20
b =(,-b)e,=|[0 0,8 —0,6] 40 ||e, =(32+18)¢€, =508,
30

b, =508, =50(0,8j —0,6k) = (40j —30k) m.

Differencidal egyenletek

(rovid attekintés)

Differencialegyenlet: olyan matematikai egyenlet, amely egy vagy tobb valtozos
ismeretlen fiiggvény és derivaltjai kozotti kapcesolatot irja le.
Fontosabb tipusok: kozonséges differencidlegyenletek,
parcialis differencialegyenletek,
(sztochasztikus differencialegyenletek,
késleltetett differencidlegyenletek)

Kozonséges differencidalegyenlet:  olyan matematikai egyenlet, amely egy fliggetlen
valtozoju fliggvény ¢€s derivaltjai kdzotti osszefiiggést

adja meg.
d 2
PI. m?— F, ahol x=x(t) (Newton Il.
torvénye)
Parcialis differencidalegyenlet: olyan matematikai egyenlet, amely az ismeretlen

tobbvaltozos fiiggvény és a parcidlis derivaltjai kozotti
kapcsolatot irja le.

ou (X,
PI. % =0; és amegoldas u(x,y)="f(y).
X
Specialis eset: Linearis allando egyiitthatés kozonséges inhomogén differenciilegyenlet
d n 1
Ah y +A d — +---+Aﬂy:r(x), ahol r(x) a zavaro fiiggvény.

Megoldas: y(x) = yh (X)+ Y, (X)

-1
ahol y,(x) a Aﬁ FAL " Yo .. Ay, =0 homogen differencidlegyenlet

altalanos megoldasa,

d n y n—ly
X) az d P
yp ( ) A‘I dxn + A’]—l dxn,]_

differencidl-egyenlet egy partikularis megoldasa.

+---+ Ay, =r(x)inhomogén

A homogén differencialegyenlet altalanos megoldasa:

d dnfl
At AL Dt AY, =0

Megoldast y, = €™ alakban keressiik
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(An an +An_1/1n_1+---+A0)e’1X ~0

- #0
=0
Karakterisztikus egyenlet:
AA"+A A ++ A =0 (n-ed rendi polinom)

Megoldasa: n szamu gyok: A,,4,,...,4, .
A differencidlegyenletnek n szamu alapmegoldasa van:
eﬂix eﬁQx elnx

Az alapmegoldasok lineéris kombinécioja is megoldasa differencial-
egyenletnek: y, (x)=C,e™ +C,e™+,...,+Ce™"
Az ismeretlen C, (i=1,2,...,n) konstansok a perem-, illetve kezdeti
feltételekbdl meghatarozhatdak.
Az inhomogén differencidlegyenlet egy partikularis megoldasa:
n n-1
A1 d yP yp
dx"

d
+A E ++ AY, =r(x)

A megoldast célszerli a zavar6 vagy mas néven forras fliggvény
alakjaban keresni, mert ez tobbnyire eredményre vezet:

y,(x)=Cr(x).

Behelyettesités utan a C konstans meghatdrozhat6.

2
Derivaltak jelolése: % =y, 3—2/ =y" ..., stb. (hely szerinti derivaltak)
X X
2
3—}: =V, ((jisz =V ,..., stb. (id0 szerinti derivaltak)

1.6. Példa

Adott egy masodrendii alland6 egyiitthatos kozonséges linedris differencidlegyenlet
valamintaz X =0 peremen a fliggvény és derivaltjanak értéke:

y"—4y =3x, y(0)=1, y'(0)=4.
Feladat a differencial egyenlet megoldasanak eldéllitasa.

Megoldas:  y(x)=y,(x)+y,(X)
Homogén megoldas:

homogén de. y, -4y, =0, megoldés keresése

yh — eﬂx

(,12—4)e/“=0
S,

karakterisztikus egyenlet A% —4=0; A*=4,; A,=%2
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homogén dalt megolds: Yy (X)=Ce® +C,e™

Az alapmegoldasok (bazisok) tetszéleges linearis kombinacioja is

megoldas
2X | ,—2X 2X _ ,—2X
e +e e" —e
A A
Yh (x) 1[ > } 2[ > }
[ [ —
ch(2x) sh(2x)
azaz Yy (X) = Ach(2x)+ A,sh(2x).

Partikuldris megolddas: Yy, (x)=C x (azavaro fiiggvény alakjaban keressiik)
Yy, '—4y=3x behelyettesités utin —4Cx=3X =C = —%

3
Yo (X) = 2 X
Peremfeltételek figyelembevétele: y(x) =y, (X)+ Y, (X)

3

y(0)=1 y(0)=1=A ch(2:0)+ A, sh(2:0)->0
1=A;ch(2:0)  =A=1
[ —
1
y'(0)=4 y'(O):4:A12sh(2-0)+A220h(2-0)—%
0 2
3 3 19
4=Ay2ch(2-0)-2 —242=>
22 (2~) s RIS
- 19 3
Végiil: y(x):yh(x)+yp(x):ch(2x)+§sh(2x)—zx.

1.7. Példa

Adott egy masodrendii alland6 egyiitthatos kozonséges linearis differencialegyenlet
valamintaz X =0 peremen a fliggvény és derivaltjanak értéke:

y"+4y=3x, y(0)=1, y'(0)=4.
Feladat a differencidlegyenlet megoldasanak eldallitasa.

Megoldas:  y(x)=Y,(x)+y,(X)
Homogén megoldas:
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homogén de. y,"+4y, =0, megoldas keresése

AX

Yo =€
( 2244 )e“ -0
karakterisztikus egyenlet ~ A*+4=0; A*=—4; 1,=%2i
homogén dltalénos megoldas y, (x)=C,e'” +C,e"*,
ahol e’ = cos(2x)+isin(2x);
e ' =cos(2x)—isin(2x)
azaz
¥, (x) =C, (cos(2x)+isin(2x))+C, (cos(2x)—isin(2x))
Az alapmegoldésok (bazisok) tetszdleges linedris kombindcio is
megoldas
12X, ,—i2X 12X _ —i2X
e +e e —e
VY [ IV A S
Yh (x) 1{ > } 2[ > }
‘ cos(Zx) sin(Zx)
Behelyettesités utan: y, (x) = A cos(2x)+ A, sin(2x)
Partikuldris megoldas: y,"+4y, =3X; Yo (X) =C x (alakban
keressiik)
behelyettesités utin 4Cx=3X =C =% Y, (%) =% X
Peremfeltételek figyelembevétele: y(x) =y, (x)+y,(X)
y(0)=1 y(0)=1=Agcos(2-0)+ Ay sin(2-0)+§0
5 5
1= Aqcos(2-0) =A=1
[N —
1
y'(0)=4
y'(0)=4 :—Alzsin(z 0)+ Ay 2005( )
0 2
4=57 2cos(2-0)+§
T 4
3 13
—242-22
=Rty
. _ 13 . 3
Végiil: y(X) =y, (X)+y,(x) —cos(2x)+§sm(2x)+z X.
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1.8. Példa

Adott egy kezdeti érték feladat differencidlegyenlete és a t=0 id6pontban a
fliggvényérték és elsd derivaltja:
y+9y=3cos2t  ¢és y(0)=—2;  y(0)=3.
Feladat az adott kezdeti érték feladat megoldasanak eldallitasa.

Megoldas:  y(t)=y,(t)+y,(t)
Homogén megoldas:
homogén de. y,+9y, =0, megoldas keresése
Yo =€
(22+9)e* =0
T £0
karakterisztikus egyenlet ~ 1*+9=0; A1*=-9;
A, =19 = +i3
homogén dltalanos megoldds Yy (1)=Ce™ +Ce ™,
ahol €' =cos(3t)+isin(3t);
e =cos(3t)—isin(3t)

azaz , (t)=C, (cos(3t)+isin(3t))+C, (cos(3t)—isin(3t))

—-i3t

e +e* =2cos(3t) = cos(3t)= %
_ _ i3t _ g-ist
e —e™ =2isin(3t) = sin(3t)= T

az alapmegoldasok (bazisok) tetszdleges linearis kombinacid is megoldas

i3t i3t i3t i3t

e +e e —e
Yh(t)=Al[—2 ]+A2[—2i J

- - - v

cos(3t) sin(3t)
behelyettesités utan y, (t) = A, cos(3t)+ A, sin(3t)

Partikuldris megoldds:  y,+9y, =3cos2t; y,(t)=Ccos2t (alakban keressiik)
a derivaltak: y,(t)=-C2sin2t; ¥ (t)=-C4cos2t behelyettesitése

utan
—-4C cos 2t +9C cos 2t = 3cos 2t
3 3
5C =3; C=—; t)=—=cos2t

Peremfeltételek figyelembevétele: y(t) =y, (t)+y,(t)

y(0)=1  y(0)=-2=A1cos(3:0)+ Ay sin(3-0)+§cos(2-0)
I
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—2=Alcos(3-0)+§ :>A1:—2—§:—E
— 5 5 5
y(0)=3
y(O):3:—A133in(3-0)+A23cos(3-0)—2§cos(2-0)
0 2
3=A,3c0s(3:0) =A=1
3
- _ 13 . 3
Végiil: y(t) =y, (t)+y, (t)——Ecos(3t)+sm(3t)+g cos 2t.

Egy rezgéssé alakitasok (addicios tételek):

atalakitas

. y=c,cosmt+c,sinot <  y=acos(ot+e)

y =acos(wt+¢@)=acosp cosmt—asing sinwt
- [SE——
c c

1 2

(cl)2 +(c, )2 =a’ (cos(p)2 +a’(sin (p)2 —a’ = a= (cl)2 +(c, )2

c, -—asin C
22 _ P =-tgp = e¢@=arctg| —-2
Cc, acosg C,

atalakitas

Il. y=ccosat+c,sinet <  y=asin(at+g)
y=asin(wt+¢@)=asing coswt+acose sinaot
c c

cl)er(cz)z:<512(singz>)2+a2(c03g0)2:a2 - a= (c1)2+(c2)2
¢, _asing _

Cl
— = tgp = @=arctg| —
C, acose c,

Trigonometrikus azonossagok

cos(—x)=cos(x) mert paros fliggvény.

sin(—x)=—sin(x) mert paratlan fiiggvény.

a) e” = cos(x)+isin(x)
™) = cos(—x)+isin(-x)
b) e ™ =cos(x)—isin(x)
(a+b) e"+e™=2cos(x) = cos(x)= e +2e-x
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(a-b) e¥—e ™ =2isin(x) = sin(x)=

ch(—x)=ch(x) mert paros fiiggvény.

sh(—x)=—sh(x) mert paratlan fiiggvény.

ch(x)=2 *29

sh(x)= e _2ex

ch(ix)= eix+2 - =cos(x)
sh(ix)=- _Ze_ix =ieix_I = isin(x)
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