
 

 

SZÉCHENYI ISTVÁN                                                  ALKALMAZOTT MECHANIKA 

        EGYETEM                                                                              TANSZÉK 

                                        REZGÉSTAN  GYAKORLAT 

 

                             Kidolgozta : Dr. Nagy Zoltán  egyetemi adjunktus 

 

17. feladat: Kéttámaszú tartó (rúd)  hajlító rezgései (kontinuum modell) 
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  Feltételezzük, hogy a rúd az xy síkban végez 

  hajlító rezgéseket. A  z  tengely a  kereszt- 

  metszetek  szimmetria tengelye, ezért a rúd  

  igénybevétele egyenes hajlítás. 

Adott: a két végén megtámasztott,  l  hosszúsá-

gú rúd anyaga és geometriája :       
4 2 3 ,3,14 10 m , 8m, 7800 kg/mA l    

411 2 97,8525 m .2 10 N/m , 10zE I     

Feladat: a) A hajlító kontinuum rezgések diffe-

renciálegyenletének megoldása, az első  

három saját körfrekvencia meghatározá-

sa. 

              b) A rúd első  három saját körfrekven-

ciájához tartozó rezgéskép meghatáro-

zása és szemléltetése. 

 

Kidolgozás: 

A hajlító kontinuum-rezgések differenciálegyenletének megoldása, az első három saját kör-

frekvencia meghatározása : 

A hajlító kontinuum-rezgés mozgásegyenlete : 
2 4 4

2

2 4 4
c .zI Ev v v

t A x x

  
 

  
 

A differenciálegyenletben a  v=v(x,t)  a rugalmas szál pontjainak  ( a K  keresztmetszet  S  

pontjának )   y  irányú elmozdulása és .zI Ec
A



 
A megoldást  Fourier módszerrel egy, csak a helykoordinátától függő W(x)  és egy, csak az 

időtől függő T(t) függvény szorzatának alakjában keressük : 

               1 2 3 4, ch sh cos sin cos ,v x t a k x a k x a k x a k x t W x T t               

ahol 2 .
z

A
k

c I E

 
   

A megoldásban szereplő 1 2 3 4, , ,a a a a  állandók a rúd két végére felírt peremfeltételekből 

határozhatók meg :

 

 

Az 0x   helyen  ( 0, ) 0v x t   és  
2

2
( 0, ) ( 0, ) ( 0, ) 0,hz z z

v
M x t I E x t I E v x t

x


       


   

amiből ( 0, ) 0.v x t       

Az x l  helyen ( , ) 0v x l t   és  
2

2
( , ) ( , ) ( , ) 0,hz z z

v
M x l t I E x l t I E v x l t

x


       


   

amiből ( , ) 0.v x l t         

A megoldást behelyettesítve a peremfeltételekbe :  

 

                       



 

 

       1 2 3 4ch 0 sh 0 cos 0 sin 0 cos( ) 0,a k a k a k a k t           

        2

1 2 3 4ch 0 sh 0 cos 0 sin 0 cos( ) 0,k a k a k a k a k t           

        1 2 3 4ch sh cos sin cos( ) 0,a k l a k l a k l a k l t         

       2

1 2 3 4ch sh cos sin 0.k a k l a k l a k l a k l       

A peremfeltételekből egy homogén, lineáris egyenletrendszert kapunk az 1 2 3 4, , ,a a a a  

állandókra. Ezt mátrixos formában felírva: 

       

       

1

2

3

4

1 0 1 0 0

1 0 1 0 0
0.

ch sh cos sin 0

ch sh cos -sin 0

a

a
Aa

k l k l k l k l a

k l k l k l k l a

     
     
       
     
     

    

 

 A homogén, lineáris egyenletrendszernek akkor van megoldása, ha az A  mátrix determinán-

sa zérus.  

A determinánst kifejtve:     det 4 sh sin 0.A k l k l    

Mivel  sh(x)  függvény csak  x=0 –nál zérus, ezért a másik szorzó tényezőnek kell zérusnak  

lennie :   sin 0k l   , ha  , ( 0,1,2,3, ...., ).k l i i  

 Ebből a feltételből kapjuk a hajlító kontinuum rezgés saját körfrekvenciáit: 
2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2
c , ( 1,2,3, ...., ).i i z

i i i

I E
k l l i k l l i i i i

c c l l A

   
  


             

    A fenti négy ismeretlenes homogén, lineáris algebrai egyenletrendszerbe   sin 0k l   -t 

   behelyettesítve :  

   

     

     

1 3 1

1 3 2

1 2 3 3

1 2 3 4

0

0
0.

ch sh cos 0

ch sh cos 0

a a a

a a a
Aa

a k l a k l a k l a

a k l a k l a k l a

     
     
       
     
     

    

 

   Az első két egyenletből 1 3 0a a  ,  a harmadik egyenletből 2 0a 
 
megoldás adódik, viszont    

   az  4 0a 
 
tetszőleges érték lehet. 

    A mozgásegyenlet megoldása :        4, sin( )cos , ( 1,2,3, ...., ).iv x t a k x t W x T t i       

   

 b)  A rúd első három sajátfrekvenciájához tartozó rezgéskép meghatározása és megrajzolása : 

      
2 2

2 2

2 2
c , ( 1,2,3, ...., ).z

i

I E
i i i
l l A

 



   

 

   A fenti összefüggésben szereplő 
9 11 2

4 3

7,8525 10 2 10
c 25,317 .

3,14 10 7,8 10

zI E m

A s





  
  

  
 

   A rezgésképeket a ( )W W x függvény ábrázolásával kapjuk : 4( ) sin .i
i iW W x a x

c

 
   

 
 

    Legyen továbbiakban  4 1a   , így ( ) ( ) sini iv x W x i x
l

 
   

 
 . 

 



 

 

1 , :i első saját körfrekvencia első rezgéskép   

1W

1,0

0,5

0

0,5

1

x

l 8m



 

2 2
2

1 2 2

3,141
1 c 25,318

8l


    

1

rad
3,901 .

s
    

Az első rezgéskép: 

 1 1
sin 1 .

x
W W x

l


 
   

 
 Jellemző értékek az  

0x 

 

és x l  helyen : 

 1 1

0
0 sin 1 0 ,W W

l


 
    

 
 

 1 1 sin 1 0 .
l

W W l
l


 

    
 

 

A rezgésképen a függvényértékek az elmozdulás nagyságát és irányát is szemléltetik, mert 

ebben az esetben a rúd középvonalára merőleges elmozdulások lépnek fel. 

 

 

 

 

2 , :i második saját körfrekvencia második rezgéskép   

2W

1,0

0,5

0

0,5

1

x

l 8m



-

 

2 2
2

2 2 2

3,141
2 c 4 25,318

8l


    

2

rad
15,605 .

s
    

A második  rezgéskép: 

 2 2 sin 2 .
x

W W x
l


 

   
 

 Jellemző értékek az  

0x 

 

és x l  helyen : 

 2 2

0
0 sin 2 0 ,W W

l


 
    

 
 

 2 2 sin 2 0 .
l

W W l
l


 

    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

3 , :i harmadik saját körfrekvencia harmadik rezgéskép   
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2 2
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3 2 2

3,141
3  c 9 25,318
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3

rad
35,109 .

s
 

 

A harmadik  rezgéskép:

 

 3 3 sin 3
x

W W x
l


 

   
 

 Jellemző értékek az  

0x 

 

és x l  helyen : 

 3 3

0
0 sin 3 0 ,W W

l


 
    

 
 

 3 3 sin 3 0 .
l

W W l
l


 

    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

18. feladat: Befalazott kör keresztmetszetű rúd  hajlító rezgései (kontinuum modell) 
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Adott: az egyik végén befalazott kör keresztmetsze-

tű, l  hosszúságú rúd anyaga és geometriája.      
4 2 3 ,3,14 10 m , 5m, 7800 kg/mA l    

411 2 97,8525 m .2 10 N/m , 10zE I     

Feladat: a) A hajlító kontinuum- rezgések differen-

ciálegyenletének megoldása, az első  három 

saját körfrekvencia meghatározása. 

              b) A rúd első  három saját körfrekvenciá-

jához tartozó rezgéskép meghatározása és 

szemléltetése..   

Feltételezzük, hogy a rúd az xy síkban végez hajlító rezgéseket. A  z  tengely a  keresztmetsze-

tek  szimmetria tengelye, ezért a rúd igénybevétele egyenes hajlítás. 

Kidolgozás: 

a) A hajlító kontinuum-rezgések differenciálegyenletének megoldása:  

  A hajlító kontinuum-rezgés mozgásegyenlete:
2 4 4

2

2 4 4
.zI Ev v v

c
t A x x

  
 

    

ahol .zI Ec
A


  

A fenti összefüggésben szereplő 
9 11 2

4 3

7,8525 10 2 10
c 25,318 .

3,14 10 7,8 10

zI E m

A s





  
  

    

A differenciálegyenletben a  ,v v x t  a rugalmas szál pontjainak ( a K keresztmetszet S 

súlypontjának ) y irányú elmozdulása. 

   A megoldást Fourier módszerrel egy, csak a helykoordinátától függő ( )W x és egy csak az 

időtől függő ( )T t  függvény szorzatának alakjában keressük: 

               1 2 3 4, ch sh cos sin cos ,v x t a k x a k x a k x a k x t W x T t            

 ahol 2 .
z

A
k

c I E

 
   

A megoldásban szereplő 
1 2 3 4, , ,a a a a  állandók a rúd két végére felírt peremfeltételekből 

határozhatók meg:  

   0 0 0 00 helyen 0, =0 , 0 helyen 0, =0.  x v x t x v x t   
 

   helyen , = ( , ) , 0,  hz zx l v x l t M x l t I Ev x l t        

     helyen , = , , 0. y zx l v x l t T x l t I Ev x l t       
 

A megoldást behelyettesítve a peremfeltételekbe: 

         1 2 3 4ch 0 sh 0 cos 0 sin 0 cos 0,a k a k a k a k t                 

         1 2 3 4sh 0 ch 0 sin 0 cos 0 cos 0,k a k a k a k a k t                 

         2

1 2 3 4ch sh cos sin cos 0,k a k l a k l a k l a k l t             

         3

1 2 3 4sh ch sin cos cos 0.k a k l a k l a k l a k t             



 

 

A peremfeltételekből egy homogén, lineáris egyenletrendszert kapunk az 
1 2 3 4, , ,a a a a  ál-

landókra. Ezt mátrixos formában felírva: 

       

       

1

2

3

4

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0
0.

ch sh cos sin 0

sh ch sin cos 0

a

a
Aa

k l k l k l k l a

k l k l k l k l a

     
     
       
      
     

    

 

 A homogén, lineáris egyenletrendszernek akkor van megoldása, ha az A  mátrix determi-

nánsa zérus. Kifejtve:   det ch( ) cos 1 0.i iA k l k l     

Az egyenletet grafikusan ábrázolva az első két megoldás: 

 

 

Zérushelyek:

 11 1.875,i k l  

22 4.694,i k l  

továbbá:

33 7.855,i k l  

44 10.996.i k l    

Első saját körfrekvencia: 

1 1

1.875
1 1.875i k l k

l
    

22
2 2

1 1 1 2

1.875 1.875 rad
25,318 3,5603 .

5 s

zI Ek c k c
A l




 
     

 
   

Második saját körfrekvencia: 

2 2

4.694
2 4.694i k l k

l
    

 
22

2 2

2 2 2 2

4.694 4.694 rad
25,318 22,311 .

5 s

zI Ek c k c
A l




 
     

   
Harmadik saját körfrekvencia: 

3 3

7.855
3 7.855i k l k

l
    

 
22

2 2

3 3 3 2

7.855 7.855 rad
25,318 62,486 .

5 s

zI Ek c k c
A l




 
     

   

 

 



 

 

b) Rezgésképek meghatározása: 

A rezgésképek meghatározására a Rayleigh-féle függvényeket (az orosz nyelvű szakiroda-

lomban Krülov függvények) használjuk fel: 
 

         1 2 3 4D D D D ,v x S k x T k x k x V k x       
         1 2 3 4D D D D ,v x k V k x S k x T k x U k x        
         2

1 2 3 4D D D D ,zv x I E k U k x V k x S k x T k x         
         3

1 2 3 4D D D D ,zv x I E k T k x U k x V k x S k x         

           
1 1

ahol: ch cos , sh sin ,
2 2

S k x k x k x T k x k x k x         
 

           
1 1

ch cos , sh sin .
2 2

U k x k x k x V k x k x k x           

 

A peremfeltételek alapján és az egyes saját körfrekvenciákhoz tartozó eredmények isme-

retében a következő mátrixegyenlet írható fel. 

 

Az első saját körfrekvencia esetén: 

 

       

       

1

2

1 2 3 4

1 1 1 1 3

1 1 1 1 4

(0) (0) (0) (0) D 0

(0) (0) (0) (0) D 0
D 0 , D 0 , D 1 , D 0.734 .

D 0

D 0

S T U V

V S T U

U k l V k l S k l T k l

T k l U k l V k l S k l

     
     
           
     
     

   

 

         1 1 1 11

1 0.734
ch cos sh sin ,

2 2
W x k x k x k x k x         

 
1

1 1.875 1.875 0.734 1.875 1.875
ch cos sh sin ,

2 2
W x x x x x

l l l l

          
             

          

         
1

0.5 ch 0.369 cos 0.369 0.367 sh 0.369 sin 0.369 .W x x x x x           
 

A fentiek alapján a második saját körfrekvencia esetén: 

1 2 3 4D 0 , D 0 , D 1 , D 1.018.    
 

 
2

1 4.694 4.694 1.018 4.694 4.694
ch cos sh sin ,

2 2
W x x x x x

l l l l

          
             

            

         
2

0.5 ch 0.9388 cos 0.9388 0.509 sh 0.9388 sin 0.9388 .W x x x x x           
 

A harmadik saját körfrekvencia esetén:  

1 2 3 4D 0 , D 0 , D 1 , D 0.999 .    
 

 
3

1 7.855 7.855 0.999 7.855 7.855
ch cos sh sin ,

2 2
W x x x x x

l l l l

          
             

            

         
3

0.5 ch 1.571 cos 1.571 0.4995 sh 1.571 sin 1.571 .W x x x x x           
 

A rezgésképeket a  i i
W W x  függvény ábrázolásával kapjuk: 

 



 

 

i = 1 – első sajátkörfrekvencia, első rezgéskép: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

rad
3,560 .

s
 

  

 

 

 

 

 

i = 2 – második  sajátkörfrekvencia, második rezgéskép: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

rad
22,311 .

s
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

i = 3 – harmadik  sajátkörfrekvencia, harmadik rezgéskép: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3

rad
62,486 .

s
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

19. feladat: Mindkét végén befalazott kör keresztmetszetű rúd hajlító rezgései (kontinuum  

                    modell) 
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l 5m
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x

 Feltételezzük, hogy a rúd az xy síkban vé-

gez hajlító rezgéseket. A  z  tengely a  ke-

resztmetszetek  szimmetria tengelye, ezért a 

rúd igénybevétele egyenes hajlítás. 

 

Adott: a mindkét végén befalazott kör keresztmetszetű, l  

hosszúságú rúd anyaga és geometriája.     
4 2 3 ,3,14 10 m , 5m, 7800 kg/mA l    

411 2 97,8525 m .2 10 N/m , 10zE I       

Feladat: a) A hajlító kontinuum rezgések differenciál  

                  egyenletének megoldása, az első  három sa- 

                  ját körfrekvencia meghatározása. 

           b) A rúd első  három saját körfrekvenciájához 

                          tartozó rezgéskép meghatározása és szemléltetése. 

 

         

    

 

Kidolgozás: 

a) A hajlító kontinuum-rezgések differenciálegyenletének megoldása:  

  A hajlító kontinuum-rezgés mozgásegyenlete:
2 4 4

2

2 4 4
.zI Ev v v

c
t A x x

  
 

    

ahol .zI Ec
A


  

A fenti összefüggésben szereplő 
9 11 2

4 3

7,8525 10 2 10
c 25,318 .

3,14 10 7,8 10

zI E m

A s





  
  

    

A differenciálegyenletben a  ,v v x t  a rugalmas szál pontjainak ( a K keresztmetszet S 

súlypontjának ) y irányú elmozdulása. 

   A megoldást Fourier módszerrel egy, csak a helykoordinátától függő ( )W x és egy csak az 

időtől függő ( )T t  függvény szorzatának alakjában keressük: 

               1 2 3 4, ch sh cos sin cos ,v x t a k x a k x a k x a k x t W x T t            

 ahol 2 .
z

A
k

c I E

 
   

A megoldásban szereplő 
1 2 3 4, , ,a a a a  állandók a rúd két végére felírt peremfeltételekből 

határozhatók meg:  

   0 0 0 00 helyen 0, =0 , 0 helyen 0, =0.  x v x t x v x t   
 

   helyen , =0 , helyen , =0.  x l v x l t x l v x l t   
 

A megoldást behelyettesítve a peremfeltételekbe: 

         1 2 3 4ch 0 sh 0 cos 0 sin 0 cos 0,a k a k a k a k t               

          1 2 3 4ch sh cos sin cos 0,a k l a k l a k l a k l t             

         1 2 3 4sh 0 ch 0 sin 0 cos 0 cos 0,k a k a k a k a k t                 

         1 2 3 4sh ch sin cos cos 0.k a k l a k l a k l a k l t             

A peremfeltételekből egy homogén, lineáris egyenletrendszert kapunk az 
1 2 3 4, , ,a a a a  ál-

landókra. Ezt mátrixos formában felírva: 



 

 

 

       

       

1

2

3

4

1 0 1 0 0

ch sh cos sin 0
0.

0 1 0 1 0

sh ch -sin cos 0

a

k l k l k l k l a
Aa

a

k l k l k l k l a

     
     
       
     
     

   

 

 A homogén, lineáris egyenletrendszernek akkor van megoldása, ha az A  mátrix determi-

nánsa zérus. Kifejtve:   det ch( ) cos 1 0.A k l k l     

Az egyenletet grafikusan ábrázolva az első két megoldás: 

 

 

Zérushelyek:

 

1

1

4.73004,

i

k l

 



2

2

7.853204,

i

k l

 



továbbá:

3

3

10.995607,

i

k l

 



4

4

14.137165.

i

k l

 


 

Első saját körfrekvencia: 

1 1

4.73
1 4.73i k l k

l
    

22
2 2

1 1 1 2

4.73 4.73 rad
25,318 22,657 .

5 s

zI Ek c k c
A l




 
     

 
   

Második saját körfrekvencia: 

2 2

7.853
2 7.853i k l k

l
    

 
22

2 2

2 2 2 2

7.853 7.853 rad
25,318 62,454 .

5 s

zI Ek c k c
A l




 
     

   
Harmadik saját körfrekvencia: 

3 3

10.996
3 10.996i k l k

l
    

 
22

2 2

3 3 3 2

10.996 10.996 rad
25,318 122,450 .

5 s

zI Ek c k c
A l




 
     

   

b) Rezgésképek meghatározása: 

A rezgésképek meghatározására a Rayleigh-féle függvényeket (az orosz nyelvű szakiroda-

lomban Krülov függvények) használjuk fel: 



 

 

 

         1 2 3 4D D D D ,v x S k x T k x U k x V k x       
         1 2 3 4D D D D ,v x k V k x S k x T k x U k x        
         2

1 2 3 4D D D D ,zv x I E k U k x V k x S k x T k x         
         3

1 2 3 4D D D D ,zv x I E k T k x U k x V k x S k x         

           
1 1

ahol: ch cos , sh sin ,
2 2

S k x k x k x T k x k x k x         
 

           
1 1

ch cos , sh sin .
2 2

U k x k x k x V k x k x k x           

 

A peremfeltételek alapján és az egyes saját körfrekvenciákhoz tartozó eredmények isme-

retében a következő mátrixegyenlet írható fel. 

 

Az első saját körfrekvencia esetén: 

 

       

       

1

2

1 2 3 4

1 1 1 1 3

1 1 1 1 4

(0) (0) (0) (0) D 0

(0) (0) (0) (0) D 0
D 0 , D 0 , D 1 , D 0.98255 .

D 0

D 0

S T U V

V S T U

S k l T k l U k l V k l

V k l S k l T k l U k l

     
     
           
     
     

   

 

         1 1 1 11

1 0.98255
ch cos sh sin ,

2 2
W x k x k x k x k x         

 
1

1 4.73 4.73 0.98255 4.73 4.73
ch cos sh sin ,

2 2
W x x x x x

l l l l

          
             

            

 
1

1 4.73 4.73 0.98255 4.73 4.73
ch cos sh sin .

2 5 5 2 5 5
W x x x x x

          
             

            

 

A fentiek alapján a második saját körfrekvencia esetén: 

1 2 3 4D 0 , D 0 , D 1 , D 1.00078 .    
 

 
2

1 7.853 7.853 1.00078 7.853 7.853
ch cos sh sin ,

2 2
W x x x x x

l l l l

          
             

            

 
2

1 7.853 7.853 1.00078 7.853 7.853
ch cos sh sin .

2 5 5 2 5 5
W x x x x x

          
             

            

 

A harmadik saját körfrekvencia esetén:  

1 2 3 4D 0 , D 0 , D 1 , D 0.9999665 .    
 

 
3

1 10.996 10.996 0.9999665 10.996 10.996
ch cos sh sin ,

2 2
W x x x x x

l l l l

          
             

            

 
3

1 10.996 10.996 0.9999665 10.996 10.996
ch cos sh sin .

2 5 5 2 5 5
W x x x x x

          
             

            

 

A rezgésképeket a  i i
W W x  függvény ábrázolásával kapjuk: 

 

 



 

 

i = 1 – első sajátkörfrekvencia, első rezgéskép: 

 

 

 

 

 

 

 

 

1

rad
22,657 .

s
 

  

 

 

 

 

 

i = 2 – második  sajátkörfrekvencia, második rezgéskép: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2

rad
62,454 .

s
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

i = 3 – harmadik  sajátkörfrekvencia, harmadik rezgéskép: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3

rad
122,450 .

s
 

 

 

 

 

 


