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3. MECHANIKA-REZGESTAN GYAKORLAT
(kidolgozta: Fehér Lajos, tsz. mérndk; Tarnai Gabor, mérndk tanar;

Molnar Zoltan, egy. adj., Dr. Nagy Zoltan, egy. adj.)

Eqy szabadsagfoku rezgorendszer mozgasegyenletének felirasa

3.1. Példa: Szabad csillapitatlan rezgorendszer

Adott: A 2a hosszusagu, sulytalan, merev
rad és m,a,c,,c,

Feladat:

a) A rezgdrendszer mozgésegyenletének
feliraisa a merev rud kis szdgelfordulasa
esetén!

b) A redukalt (helyettesitd) rezgérendszer

/;

g

sin% =

jellemzdinek meghatarozasa!

CcoS 9% = yi = f=y,c059=RpcCcosY
B

y =Rg — elmozdulasok és

szogelforduldsok kozott linedris kapcsolat

all fenn

A rugoban felhalmozott alakvaltozasi

energia:

= f=ysing y=ap

1. A feladat megoldasa q=¢ altalanos koordinata valasztassal.

Altaldnos koordinata: q = ¢,
q=9¢=o0,
G=p=¢
A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet
d(oE) OE
Q. — éltalanos visszatérit6 eré

Az anyagi pont sebessége: v =2aw = 2a¢
A rendszer kinetikai energidja:
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1 ., 1 2 1 2.0 1 .,
E=—mv-==-m(2aw) =—-mda =—m
2 ;M(280) =7 maa’y" = m,g

A rezgbrendszer (= ¢ alt. koordinata valasztashoz tartozo redukalt tomege:

m. =m4a’

A mozgasegyenlet bal oldalan all6 derivaltak eldallitasa:
E_E_Lng-mge

o Jdp R ' '

d(oE) d[cE ..

sl il el Bnll B LM

dt\ oq ) dt\ d¢

E_E_,

aq Jp

A rugokban felhalmozott energia:
Kis rezgés: y<<I| és y=Rep
U _1y_f+1y_§_l(agosin.9)2 +1(2a¢)2 _l[azsin29+4a2}p2 _1¢°
2c, 2c, 2 C, 2 ¢, 2 C, C, 2 ¢,
A redukalt vagy altalanos rugéallando:

1 [azsinzg 4a2]
—_— e —

C, C, C,
Az altalanos visszatérito ero:
o du_ du 1
T TS

Az eléallitott mennyiségeket behelyettesitve a mozgasegyenletbe és mindent a bal
oldalra rendezve:

d(E)_E
dt{ og aq ¢

L1 L1
me=-—¢ = me+—e=0
C C

r r

2ain? 2
Aaa’mi+ a“sin 8+4a 0=0
Cl CZ

A redukalt rezgérendszer mozgéasegyenlete:

1
mg+—q=0
CI’
A redukalt rezgdérendszer:
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2. A feladat megoldasa q =y, altalanos koordinata valasztassal.
Altalanos koordinata: q = yj,
4=Yg=Vs,
=Yg =2y
A Lagrange-féle masodfajii mozgasegyenlet
d(oE) OE
Az anyagi pont sebessége: V=V, =Y,
A rendszer kinetikai energidja:

1 1 1 1

E=—mvV==-mv.°==my2==my3,
2 2 B 2 yB 2 ryB

ahol m. =m

A mozgasegyenlet bal oldalan 4116 derivaltak eléallitasa:

ﬁ = ﬁ = l m Ry, =my

aq ayB \2 r B r/B

d(oE) df oE .

= T = TMYe

dtl oq ) dtl oy,

E_E_

aq  OYg

A rugoban felhalmozott energia:

2
[ysj , yasin® g
2 2 - 2 =2 2
Uzly_l_kiﬁzl 2 +l(yB) :l 4 +£ﬁ:l sin 19+i yézlh
2¢c, 2c¢, 2 ¢ 2 C, 2 ¢ 2¢c, 2 4c ¢ 2¢C,
=2
ahol i=£sm ‘9+ij
C, 4c, ¢,
Az alt. visszatérit6 er6:
_du_du_ 1
© dg dy, ¢ °

Behelyettesitve a mozgasegyenletbe:

o1
mr yB +— yB = O
CI’
A redukalt rezgdrendszer mozgasegyenlete:

m, (g + 1 q=0
Cr
A redukalt rezgérendszer:

3_rezgtan_gyakEgy szabadsagfoku rezgbrendszer mozgasegyenletének felirasa 3/10



3.2. Példa: Szabad csillapitatlan rezgérendszer

merev henger

Adott: a homogén
tomegeloszlast merev henger
és m, ¢, C,, C..

Feladat:

a) A rezgdrendszer
mozgasegyenletének felirasa a
merev henger kis
szogleforduléasa esetén!

b) A helyettesité (redukalt)
rezgérendszer  jellemzdinek

y

»

meghatarozasa!

. A feladat megoldasa q = ¢ altalanos koordinata valasztassal.
Altaldnos koordinata: q = ¢,
=9 =0,
4=5=2¢
A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet:
d(oE) OE
a5 5

A rendszer kinetikai energija:

Ezl\]aa)zzl Smr? |o? =L 32 w2:£mr¢2,
2 2\ 2 2\ 2 2

ahol J, = J, +md? :%mR2+mR2 :ng2

A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 derivaltak.

Ok _OE _

o4 op "

d(oE| d{oE ..

v vl el ol Bl LM

dt\ oq ) dt\ d¢

ok _%E _j

aq Jp
A rugoban felhalmozott energia:

2 2
: : ( j 2Rp)" 1(2Rp)" 1(Re)’
U_1Ys, 1ys 112) 1(2Rp) 1(2Rp) 1(Re) _
2¢c 2c¢, 2 ¢ 2 ¢ 2 ¢ 2 C
2 2 2 2
2\ ¢ c, G 2
A redukalt rugo6allando:
1 [4R2 4R? sz
—= + +

c ¢, ¢ G

r

Az altalanos visszatérito ero:
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du_ du_ 129 1

dq d(p 2C, C,
Behelyettesitve a mozgasegyenletbe:

C

dfeE) E
dtlog) oq
. 1
m@=-—g¢
c

r
A redukalt rezgdrendszer mozgasegyenlete:

m, (g + 1 q=0
Cr
A redukalt rezgdérendszer:

vV r

2. A feladat megoldasa g =y, altalanos koordinata valasztassal.
Altalanos koordinata: q = Y.
4="Ys=Vs,
=Yg =2
A Lagrange-féle masodfajii mozgasegyenlet:
d(oE) OE
E[ oq j_ a

A rendszer kinetikai energiaja:

. 2
Ezlaaa)zz1 §mR2 a)zzl EmR2 e | -
2 22 2\ 2 2R

N Ve 103 Y, 1,
2( ijz’z(sm)y“zm'yw

3 . y
ahol m =2m, Yy =V =2Re = o=_¢
A mozgésegyenlet bal oldalan allo derivaltak.
E_%E m Zy,=my
o oy, 2 ° ®
d( oE d( oE .

PR = A :mryB
dt\ og ) dtl oy,
E_E_

oq Oy

A rugdban felhalmozott energia:

yBJ
2 2 [
u-1Ye 1¥s 112 _}[1+1+1jy

2¢, 2c, 2 ¢ 2lc ¢ Ac,

A redukalt rugo6allando:
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1 1 1 1
_ = —4 — 4 —
C, c, C, A4c,
Az altalanos visszatérito ero:

_du_du_ 11, 1
¢ dq dyB Zcr ° Cr °

Behelyettesitve a mozgasegyenletbe:
d[oE)_%E_
dt\ oq ) aq ¢

.. 1
m yg = _C_ Ys

r

1
my,+—Yy; =0
ryB Cr yB
A redukalt rezgdrendszer mozgasegyenlete:

M,y +—q=0
C

r

A redukalt rezg6rendszer:

Adott: az abran lathatdé merev rad

Y és m, ¢, k,l.
< {12 e /2 Feladat:
a) A rezgOrendszer
.o & mozgasegyenletének felirdsa a
N merev rad kis szogleforduldsa
m esetén!
S b) A helyettesitd (redukalt)
A X \ :
o » rezglrendszer jellemzdinek
A - . .
meghatarozasa.
k
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1. A feladat megoldasa q = ¢ altalanos koordinata valasztassal.
Altaldnos koordinata: ¢ = ¢,
G=¢=o,
A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet:
d(oE) OE
_ — - — = +
A rendszer kinetikai energidja:

1 1 1Y’ 11 |2 1(1 1
E=2J.0'==|J+m|=| |¢°==| =mI*+m— '2:—(—mlzj p* ==m ¢
2% 2( 5 (2) J(p 2(12 4](0 23 )P T2

Redukalt tomeg m, = %ml 2

A mozgasegyenlet bal oldalan 4ll6 derivaltak.
E_CE_1

= =—Mm2p=mg
oq op 2 @ P
d( cE d( oE .
— = |= | == |=Me
dt\ oq ) dt\ d¢
% _°E _,
oq  Op

A rugdban felhalmozott energia:

o1y _1(le) 1P , 11 , 19
2¢c 2 ¢ ch(p Zc(p 2¢C

r r
Az altalanos visszatérito ero:
du du  12¢ 1

dq de 2 C, c
Az 4ltalanos csillapité eré meghatarozésa:

kalfk'/BS’
I g
, )
g M \277) (1=
ahol ﬂs_a¢_ o0 (21]

A csillapité erd: F, =—kv,,

C
r

_ , , , I .
ahol V, —a dugattyu relativ sebessége: v, =V. COSa = —@COS
d gattyu ge: Vy s 2(0

Vy =V, (sinai +cosaj)

~ _ I, . - =\ .
F, =—kv, = —kE(smacosm +cos’ o] )¢
Altalanos csillapité erd:

2

= = I | I
=F - B, =—k—=cos’a—¢@=—k—cos’ ap = —K.¢,
Q =F b 5 Z(P 4 ®» P
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12 . o .
ahol k, =k ZCOS2 a aredukalt csillapitasi tényezo.

Az elballitott mennyiségeket behelyettesitve a mozgasegyenletbe:

i[ﬁj_ﬁ :Qc +Qk
oq

dt{ og
1 |2 |2
“ml? |p=| —— |p+| -k —cos’«a |¢
(3 j(” ( clj‘” [ 4 ](0
1 . |2 > . |2 . o1
gmI ¢+kzcos ap+—@=0 vagy m@+ko+—p=0
1 Cr

A redukalt rezgérendszer mozgasegyenlete:

m,@+ qub+1(0 =0
CI’
A redukalt rezgérendszer:

c - k.
ﬁ; VVVYV ? [ %
—>
q=q()

3.4. Példa: Szabad csillapitott rezgérendszer

Adott: az abran lathato merev rud
k és m, C, 7, K, 1.
Feladat:
_— ) 9\ B y ¥ A rezgoérendszer
. ;
S m

Yo

mozgasegyenletének  felirdsa a
merev rad kis szoglefordulasa
< esetén!

[/2 [12 < b) A helyettesité  (redukalt)

i — - rezgérendszer jellemzdinek
meghatarozasa.

Altaldnos koordinata valasztas: q=¢ — szogelfordulas,
4=¢=w — sz0gsebesség,
G=¢p=¢ — szoggyorsulas.
A Lagrange-féle masodfaji mozgasegyenlet:

d(oE)| OE
a[—.]———Qc +Q,
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A rendszer kinetikai energiaja:
1 1 1Y’ 1(1 E 1(1 1
E=2J.0'==|J+m|=| |¢°==| =mI*+m— '2:—(—mlzj'2=—m p°
2% 2(5 (2)}” 2(12 4](0 23 )P T2

Redukalt tdmeg m_ = %ml 2

A mozgasegyenlet bal oldalan all6 derivaltak.
OE _OE 1

=—=—mMm2p=Mg
oq op 2 Ay P
d( cE d( oE .
— = |= | == |=Me
dt\ oq ) dt\ d¢
% _E _,
oq  Op

A rugdban felhalmozott energia:
2 2
ULl 1,y =1[3+'—}02 e

29, 2¢C 2y, ¢ ] 2 C,
Redukalt rugdallando:
1 1 17
& 7 C

Az altalanos visszatérito ero:
du du 129 1

dqg  dp 2c ¢

r

C

Az altalanos csillapité er6 meghatarozasa:
Q =F b,
-
o)
ahol f, =2 =2 (1]
op op 2
A csillapito er6: F, = —kv,,

S , . . , I, .
ahol V, —a dugattyu relativ sebessége: v, =V, Sin3=—¢@sin g

Y :
:"/O TFS d
X 9
RN\ T% L5 x
RN
—[/2 vV,

V, =V, (cos i +sin 9])
F = kv, =—k|§(sin 9cosJi +sin’ 19]?)(p

Altalanos csillapito erd:
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- . I 1?
=F - f, =—k=sin* 9—¢p =—k—sin’ 99 = —k ¢,
Q =F - fs 5 Z(P 2 ® P

1” e Tt dot oA .
ahol k. =k—sin*$ a redukalt csillapitasi tényezd.

Az eldallitott mennyiségeket behelyettesitve a mozgasegyenletbe:

g(aE]_a_Ech+Qk

dt % aq

2 2
(}mlzjgb:— i+|— o+ —kl—sin23 @
3 Vo C 4
i T P A |
—ml“gp+k—sin“9p+| —+— |p=0 vagy m@+kKo+—p=0
3 4 Yo C C

A redukalt rezgérendszer mozgasegyenlete:

N 1
m@+kep+—¢p=0
CI’
A redukalt rezgérendszer:

c - k.
—WV-e <
—>
q=q(1)
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